TEMA 7. Representacio de funcions

Caracteristiques:

a) Domini:

Conjunt de valors que pot prendre la x ( el calcul de la formula és possible o és
coherent amb les condicions )

Funcid Domini Hem de .... Dom f
Polinomica IR - IR
Fraccid Tots els nombres Solucionar
algebraica menys els que facin I’equacid IR — { solucions de

0 el denominador ja | denominador =0 I’equacio }
que |R/0 no existeix
Arrel d’index Tots els nombres Solucionar la
parell menys els que facin inequacio Solucions de la
que el radicand radicand > 0 inequacié
sigui negatiu
Arrel d’index
senar IR - IR
Segons quin dels Veure casos Veure casos
casos anteriors es anteriors anteriors
Exponencial doni a I’exponent
Tots els nombres Expressio >0 Solucions de la
menys els que facin 0 veure casos inequacio
Logaritmica tenir logaritme de 0 anteriors 0 Vveure casos
o d’un negatiu, i els anteriors
casos anteriors




Ex:

Ex:

2X
fx)= ,[—
) X+3
.. . 2% .
El domini ha de complir: ——>0 i x+3#0.
X+3

Per tal que es doni la primera condicid

2x>0 i Xx+3>0
x>0 X>-3
2x<0 i Xx+3<0
x<0 X<-3

per la segona condicié x # -3

Dom=(-o0,-3)uU|[0,+ o)

g(x) =log (x +4)

Xx+4>0
X>-4
Dom=[-4,+ o)

e A nivell grafic el domini és la projeccio de tots els punts del grafic sobre ’eix x

b) Recorregut

Conjunt final o conjunt de valors que pren la y ( resultats obtinguts en aplicar la

férmula)

EXx:
fx)=x*-2 Im=[-2,+x)

¢ A nivell grafic el recorregut €s la projeccid de tots els punts del grafic sobre I’eix y



c) Simetria

- parella: f(x) = f(-x) (graficament respecte ’eix y)
- senar: f(-x) = -f(x) (graficament respecte les bisectrius o els eixos)
Ex:
y=x*+2
f(x) =x* + 2
f(-x) = (x)*+2=x"+2
f(x) =-x*—2 simetria parella

d) Punts de tall amb els eixos
- ambleixx:y=0
- ambleixy:x=0

Ex:

punts de tall amb [’eix x: y = 0

2);;5:0
2Xx+5=0
-5 -5
X=— —,0
2 (2 )

punts de tall amb [’eix y: x = 0

o|lo;m

5
y:2-0+0—2 y=

no hi ha

e Com a maxim hi ha un punt de tall amb I’eix y

e) Continuitat

Una funcié¢ f(x) és continua en un punt X=c si:
a) 3 lim f(x)
b) 3 f(c)
c) lim f(x) =f(c)

« Una funcio és continua si ho és en tots els punts del seu domini. En cas contrari la
funcié és discontinua.

* Els punts que no pertanyen al domini no tenen imatge i sén punts de discontinuitat.



Tipus de discontinuitat:

i) Evitable. Si 3 lim f(x) pero lim f(x) = f(c), per qué no existeix la imatge

0 aquesta no coincideix amb el limit.

Ex:
¥, ﬁ

if) De salt. Si lim f(x) = lim f(x).

Ex:
1,
1-‘/
1 1 1 1 Ix
2 i i 2 3
iii) Asimptotica. Els limits laterals tendeixen a + oo .
Ex:
Y15
-4
-3
+2
5w L i
S 2 | e Eea e

* Tipus d’asimptotes:
= verticals x =K ( recta paral-lela a I’eix d’ordenades )
= horitzontals y = k ( recta paral-lela a I’eix d’abscisses )
= obliglies y = mx + n ( recta amb pendent m)




1. Asimptotes verticals:
En x = ¢ hi ha una asimptota vertical si lim f(x)= oo i

X—C~

lim f(x)=xo.

x—c*

Ex: f(x):X—Jrl
X—3

Dom f = |[R — { 3 }, aix0 implica que no hi ha imatge per
x=3 i que la funcio és discontinua per aquest valor.
Quin tipus de discontinuitat? Com

.o x+1 . . x+1
im — =+ | lim — =—-w
x-3" X —3 x—>3" X —3

podem dir que hi ha una discontinuitat asimptotica, es a
dir, una asimptota vertical en x = 3.

2. Asimptotes horitzontals:
En y = k hi ha una asimptota horitzontal si lim f(x)=k i /o

lim f(x)=k.
2
Ex: =
y x? -1

lim f(x)=lim f(x)=0

Hi ha una asimptota horitzontal eny = 0.

3. Asimptota obliqua:

En y = mx +n hi ha una asimptota obliqua si existeixen els limits per
T oo

Iimmz

X—0 X

lim f(x)—mx=n

X—00

m



2X% — X

Ex: =
y 3X
2_
m = fim ) _ iy 2X ZXZE
Xx—o X X—>00 3X 3

2 J— J— —
n=lim f(x)—mx=lim 2 =X _2y _jim=X_Z1
X—>00 X—>00 3x 3 x—» QY

Hi ha una asimptota obliqua en y = %x —é

f) Creixement i decreixement. Maxims i Minims

Direm que una funcio f(x) és creixent en (a,b) si V X1, X2 € (a,b) / x1<x2
= f(x1) <f(x2). Sif(x1)<f(xz) direm que la funcio és estrictament creixent.
Observem que en un interval creixent les rectes tangents al grafic de f(x) seran
creixents, es a dir, amb pendent positiu. Una funcié f(x) derivable en (a,b) és
creixent en aquest interval si f(x)>0 V X e (a,b).

Direm que una funcio f(x) és decreixent en (a,b) si V X1, X2 € (a,b) / x1<x;
=f(x1) > f(x2). Sif(x1)>f(x2) direm que la funcio és estrictament decreixent.
Una funci6 f(x) derivable en (a,b) és decreixent en aquest interval si f’(x)<0 V X
e (a,b).

Direm que una funcié f(x) és constant en (a,b) si V xi, X € (a,b) / Xxi<x2
= f(x)= f(x2).

Direm que en x = ¢ f(x) assoleix un maxim relatiu quan just en aquest valor la
funcié passa de creixent a decreixent.
Direm que en x = ¢ f(x) assoleix un minim relatiu quan just en aquest valor la
funcié passa de decreixent a creixent.

Graficament

¥
d

en ¢ de creixent a decreixent en ¢ de decreixent a creixent

Fls maxims i minims relatius s’anomenen extrems relatius de la funcio.



Observem que en tots dos casos la recta tangent a la corba és horitzontal el que
implica un pendent igual a 0, no sén perod casos unics: en els punts d’inflexio la
tangent és també horitzontal.

f(x) presenta un extrem relatiu en xo = f’(xo) = 0.
f’(x0) = 0 no implica que Xp Sigui un maxim o un minim ja que pot ser un
punt d’inflexio.

Per trobar els extrems relatius haurem d’estudiar si canvia el signe de la derivada

a tots dos costats d’aquells punts que presenten valor de derivada primera igual a
0.

Els punts on la tangent és horitzontal , es a dir, aquells on ’(x) = 0 s’anomenen
punts singulars o punts critics.

Ex: Donada la funcié y = x> — 3x? -9x + 5 estudia els intervals de creixement i
decreixement. Determineu els extrems relatius.

Per estudiar el creixement i decreixement de la funcid cal veure en quins punts
la derivada primera s’ anul-la

2+4+12
X=—=

f(x) =3x*-6x-9=0 >

X=3 i X

0
1
-

Aquests resultats divideixen el domini en intervals.

Cal veure en quins intervals la derivada de la funcié és positiva (funcié creixent)
i en quins és negativa (funcié decreixent), per aixo agafem un punt qualsevol de
I’interval i el substituim a la formula de f’(x)

-0 -1 3 + o0

£ + . +

f(x) creixent decreixent creixent

si agafem qualsevol nombre de (— oo,—l), per exemple el -2, observem que el

valor de la derivada primera és positiu: ['(-2) = 12+12-9>0; si fem el mateix
amb els altres intervals

£(0)=-9 <0
(4)= 48+24-9>0

es verifiquen els intervals de creixement i decreixement anteriors



f(x) és creixent en (—o0,~1) U (3,+)
f(x) és decreixent en (-1,3)

Com Domf=|R iésuna funcié continua ( polinomica )
(-1,0) és un maxim relatiu
(3,-22) és un minim relatiu

IMPORTANT!!, Quan estudiem els intervals de creixement i decreixement no
només hem de definir-los amb els punts on la derivada primera és 0, si no també
amb aquells que no pertanyen al domini o els que el defineixen.

2

Ex:  f(x)=

Xx—-1

Domf=/R-{1}

_2x-(x=1)-x*-1_ x*-2x

fx) (x—1)° = (x_1)° f(x)=0 six=0 o x=2
- 00 0 1 2 + o0

/' x) + - + .

f(x) creixent decreixent creixent  decreixent

f(x) és creixent: (- o0,0)U(L,2)
f(x)és decreixent: (0,1) U (2,+wx)

Maxim: (0,0) i (2,4). En x=1 no hi ha maxim ni minim ja que no pertany
al domini.

g) Concavitat i convexitat. Punts d’inflexio.

Graficament:

Recta tpeigente

Convexa

ecta tangente




e Una funcid es concava en un interval (a,b) si totes les tangents a la grafica en
aquest interval queden per sota de la grafica.

Si estudiem les rectes tangents a la corba observem que I’interval de concavitat
tenim ( d’esquerra a dreta ) en principi rectes decreixents cada vegada amb un
pendent de valor absolut menor, fins que arriba a un punt on la recta tangent és
horitzontal i, des d’aquest, comencen a ser creixents cada vegada amb major
pendent. Si en valor dels pendents ( f(x) ) els representem graficament
obtindrem una funcié creixent que passa de valors negatius a positius; en derivar
la funcidé obtinguda, es a dir, en calcular f’(x), com aquesta és creixent,
obtindrem valors positius.

Si f°(x)>0 en (a,b) = f(X) és concava en (a,b).

e Una funcio es convexa en un interval (a,b) si totes les tangents a la grafica en
aquest interval queden per sobre de la grafica.

Si £°(x)>0 en (a,b) = f(X) és concava en (a,b).
e El punt en que la grafica d’una funcié passa de ser concava a convexa o al
contrari s’anomena punt d’inflexi6. En aquest punt la tangent travessa la grafica.

1o0m
L Concavaen (1, tw)
5

Convexa enp

Punto de Inflexdon (1,-2)

Siguin f(x) i f’(x) derivables en xo 1 X és un punt d’inflexié6 = ’(x¢) =0
£7°(x0) # 0

Ex: Estudieu la curvatura de la funcié f(x) = 3x* — 8x* + 5.
Domf=/R

1(x) = 12x3- 24x2
17(x) = 36x°-48x f(x)=0si 12x(3x-4)=0 x=0 o X=%



Aquests valors defineixen uns intervals on, de forma semblant al cas del
creixement i decreixement, hem d’estudiar el signe de la derivada segona

1) + -
f(x) U N

c +

Concavitat: (-~ o0,0)u (% ,—l—oo)
. 4
Convexitat: (OEJ

Punts d’inflexio: (0,5) i (%, )

Representacio grafica de funcions
Amb D’estudi de totes les caracteristiques anteriors podrem representar graficament una
funcio.

Xx+1
x? -1

EXx: f(x)=

i) Domini
X¥-1=0 — x=1 x=+1=+1

Domf=/R-{-1,1}

ii) Punts de tall

1
amb l'eixx —y =10 X2+ =0
X -1
X+1=0
x=-1 pero com X = -1 no pertany
al domini el punt (-1, 0) no
pertany a la funcié
0+1

amb l’eix y — x =0 -1 (0,-1)



i) Simetria

X+1
f(x) =
) VR
-Xx+1 —x+1
f(-x) = =
(x)*-1 x°-1
-x-1
_f(x) = 5
X —
No hi ha
iv) Continuitat i asimptotes
m Punts de discontinuitat Domf=/R-{-1,1}
x=-1
0
f(-1) = =
(D=
.o X+1 0
lim —— — —
x>-1x° -1 0
. oX+1 (x+1) . 1 1
lim > = = lim —_=
x>1x" =1 1 (X+1)(x-1) x>1x-1 2
v

Discontinuitat evitable en ( -1, — %)

x=1
2 oy . g
f(1) = 3 Com aix0 donaria oo per fer la grafica cal
fer limit a la dreta i limit a ’esquerra
o x+1 o ,
lim > = +0o0 ( pensem quin signe donaria amb x=1,01)
x—=1" X< =1
.o x+1 . :
lim 3 = —w ( pensem quin signe donaria amb x=0,99)
x-1 X =1
v

Asimptota vertical enx =1



m Asimptota horitzontal

. X+1
x = lim > =0
X—>+OOX J—
. X+1
x= lim ———=0
X——0 ¥ —

m Asimptota obliqua: no hi ha perque hi ha asimptota horitzontal

v) Creixement / Decreixement

Possibles extrems relatius  f’(x)=0

_ o x+1
e = x> -1
£ :1-(x —1)2—(x2+1)-2x _X —1;2x 2—2x _ =X 2—2x2—1
(x*-1) (x*-1) (x*-1)
f(x)=0

_ (2P -4 (D) _
2-(-1)

-X2-2x—-1=0 X

Com x = -1 no pertany al domini no
és un extrem relatiu

-0 -1 1 + o0
f(x) - - -
f(x) decreixent decreixent decreixent
Discontinuitat Asimptota
evitable vertical

vi) Concavitat / convexitat
Possibles punts d’inflexio f(x)=0

X2-2x-1_ —(x+1)?* —(x+1)(x+1) -1

SO TR -D) (DD D(x-D)  (x-1)




Sx) = m

S ) =0
2

— =0
(x=1)

S'x)
f(x)

vii) Grafic

2=01mmM No hi ha punts d’inflexio
-1 1
- - +
concava concava convexa
Discontinuitat Asimptota
evitable vertical



Funcions elementals

a)Funcions polindmiques

Funcions polinomiques de grau 0

Tipus Férmula Grafic Pendent | Punts de tall Exemple
Constant | y=Db Recta horitzontal 0 (n°,b) y=2
recta horitzontal que
passa per (0,2) i (1,2)
Funcions polinomiques de 1r grau
Tipus Férmula Grafic Pendent | Punts de tall Exemple
(0,b) y=3x+2
Afi y=ax+Dhb -b 0 recta creixent que
(? 0) passa per [
Recta obliqua -2 0
creixentsia>0 a (?’ )
decreixentsia<0
( 0 ) 0 ) y=-X
Lineal y = ax (1,a) recta decreixent que
passa per (0,0) i (1,-1)

e El pendent indica el grau d’inclinacié de la recta, quant més gran és el seu valor

absolut més vertical és.

Funcio polinomica de 2n grau

Tipus Formula Grafic Veértex Exemple
Completa |y=ax’+bx+c f(x) =x?—2x +1
Parabola parabola concava (a=1)
concavasia>0 -b amb vertexa (1,0)
convexasia<0 (E
Incompleta | y = ax® + bx y=-2x>+5
y=ax’+c parabola convexa (a=-2)

amb vertexa (0,5)




b) Funci6 de

proporcionalitat inversa

Férmula Grafic Exemple
_k Hiperbole _ 2

y= M a 1r i 3r quadrant si k>0 Decreixent | Y~ X

amb ke|R | @2n i 4t quadrant si k<0 Creixent hipérbole decreixent

¢) Funcions definides a trossos

Son funcions on la férmula varia segons els intervals del domini.

Ex:
2X + 8 Si X<-3
f(x) = x2-7 Si -3<x<2
2 Si 2<X

Es tracta de dibuixar cada funcio i després mantenir el grafic en I’interval corresponent

y = fix)

b




* El domini d’aquestes funcions bé expressat per la unié dels dominis dels diferents

trossos.

d) Funcions logaritmiques

f(x) =loga x pera>0

a>1 Caracteristiques O<a<l
(0,+0) Domini (0,40)
IR Recorregut IR
(1,0 Punts de tall (1,0
No hi ha Simetria No hi ha
Si Continuitat Si
Creixent Creixement/Decreixement Decreixent
log, x
e) Funcions exponencials ~ f(x) =a*pera>0
a>1 Caracteristiques O<a<1
IR Domini IR
(0,+0) Recorregut (0,40)
0,) Punts de tall 0,3)
No hi ha Simetria No hi ha
Si Continuitat Si
Creixent Creixement/Decreixement Decreixent




j) Funcions trigonometrigues
Son funcions periodiques, es a dir, es repeteix el grafic cada interval del domini.

y=sinx Yy=COSX
Domini IR IR
Recorregut [-1,1] [-1,1]

T
Punts de tall (k7 ,0) (E tkz,0)
0.0) 0.4)

Simetria senar Parella
Continuitat continua Continua

_
Extrems relatius m=(z+k2 7 ,-1)

m= (37” +k2 7 ,-1)

Periodicitat T=2rx T=2rx

A

Y

D 61 62 83 04 05 05 07 0% 09 ) LI L2 13 14 fs 16 L7 LE 18

—— y=sin(x)

¥y = cos(x)

No totes les funcions trigonomeétriques son continues. Ex: f(x) = tan x

-
n
-
w
b

o
o
]

o 180° 360°

i
U
- -




k) Funcié valor absolut
La variable es troba en un valor absolut
Ex:

fx)=]x+1]|

* Hem de transformar aquestes funcions en funcions definides a trossos per
poder treballar. Els intervals venen definits per aquells valors on I’expressio de
dins el valor absolut és igual a 0.

Ex:  f(x)=|x]
x=0
) = -X x<0
Tl x x>0
ja que, per exemple, perx =-2 f(-2) =|-2| =-(-2) =2
Ex: f(x)=|x+2]|
Xx+2=0

X=-2

00 = {—(x+2) X< -2

X+2 X>2

Ex: f(xX)=|x-3|+|x+1|

0 Xx=-1
—(x=3)—(x+1) x<-1
fx) = s —(x=3)+(x+1) -1<x<3

(x=3)+(x+1) 3<X



