TEMA 1 : Aplicacions de les derivades

Derivada d’una funcid en un punt

of fla+h) - f(a)

El limit, l,}mT = lhlm P , Si existeix 1 €s finit s’anomena derivada de
-0 -0

la funcio fen el punt x) = a i es designa per ’(a).

Graficament f’(a) significa el pendent de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt
d’abscisses xp = a

fia+h) $

f(a)=tga

* Siexisteix f'(a) es diu que f és derivable en xy = a

Derivades: aplicacions

a) Recta tangent i normal a una corba en un dels seus punts
b) Creixement i decreixement d’una funcié. Maxims 1 minims
c¢) Concavitat i convexitat d’una funci6. Punts d’inflexi6

d) Problemes d’optimitzacio

e) Aplicacions fisiques de la derivada




a) Recta tangent i normal a una corba en un dels seus punts

L’obtenci6 de la recta tangent a una corba en un dels seus punts és I’aplicacié més
immediata de les derivades, perqué com sabem, f’(X¢) és el pendent de la recta tangent a
la grafica de la funci6 y = f(X¢) en el punt d’abscissa X.

Si f(x) és derivable en Xy, ’equaci6 de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt

P(x0,¥0) = P(x0,f(x0)) és:

y — Yo = " (X0)"( X —Xo) Equacio de la recta tangent

2

X
en xo= 3

Ex: Trobeu I’equaci6 de la recta tangent a la corba y =
x+

f és continua i derivable en xq

(2x =2)(x+3)—(x* —2x _ 2(x* +3x-x-3)—-x" +2x _

f'x)=

(x+3)° (x+3)°
2x% +6x-2x—-6—x>+2x :x2 +6x—-6
(x+3)° (x+3)°
9+18-6 21 7
'y =———m =— = —
/'3 36 36 12

Equaci6 de la recta tangent: [ y- %) -7 (x - 3)

Anomenem recta normal a una corba en un dels seus punt, a la recta perpendicular a la
recta tangent a la corba en aquest punt.
Recordant la condici6 de perpendicularitat de dues rectes la pendent de la recta normal a

la funcio f(x) en el punt x sera: 1 la seva equacio sera:

"(x,)

-1
S'(x)

(X —Xo) Equacio de la recta normal

Y=Y =

Ex: Trobeu I’equacié de la recta normal a la corba del exemple anterior en el punt xo=3

Equacio de la recta normal: ( y —%) = _le (x - 3)



b) Creixement i decreixement d’una funcié. Maxims i minims
Una funci6 és creixent en un interval (a,b), si U x;, X, U (a,b), si x;<x2 = f(x)<f(x2).

Si f(x) és derivable en (a,b) = f’(x)>0 Ux U (a,b).

* Demostracio:

Siguin x 1 xy dos valors que pertanyen a I’interval (a,b) on la funci6 f(x) és creixent, de
forma que xp < x 1 f{xg) < f{x). Si definim x = xy +h

el signe de x — xp és + — el signe de 4 és +
el signe de f(x) — f(xg) és + — el signe de f(xg+h) — f(xy) és +

de forma que
f’(X) — lhln(} f(xo +h2_f(x0) > 0

Una funcio és decreixent en un interval (a,b), si U x;, x, [J (a,b), si x;<x; =
f(x1)>1(x2).

Si f(x) és derivable en (a,b) = f’(x)<0 Ux U (a,b).

* Demostracio:

Siguin x i1 xy dos valors que pertanyen a I’interval (a,b) on la funci6 f(x) és decreixent,
de forma que xp <x 1 f(xg) > f(x). Si definim x = xy +h

el signe de x —xp és + — el signe de 4 és +
el signe de f(x) — f(xg) és - — el signe de f(xp+h) — f(xy) és -

de forma que
f’(X) — lhln(} f(xo +h2_f(x0) <0

Graficament,

m,=flx)<0

-
m, = flx)=0

=, = fx)=0

i \
r r f
creciente decracients crecients



Ex: Estudieu els intervals de creixement i decreixement de f(x) = x> — 3x + 2

Per determinar en quins intervals f(x) és creixent o decreixent cal veure en quins
intervals la derivada primera és positiva i en quins és negativa. Primer trobem
els valors on s ’anul-la

f(x)=x3—3x+2

f(x)=3x"-3
fx)=0 - 3 -3=0
x==1
La recta real queda dividida en tres intervals:
) | | + oo
-1 +1

Per estudiar el signe de la derivada en cadascun d’ells agafarem un valor x
qualsevol de cada interval i veurem quin signe té f’(x). Si per aquest valor el
resultat és positiu, la derivada primera per qualsevol punt de l'interval també
sera positiva i la funcio sera creixent. Si el resultat és negatiu tot l’interval sera

decreixent.
- | | + 00
-1 +1
S f2)>0 | f10)<0 | f12)>0
S | v oA

f(x) creixent (- o ,-1) Ll (1,+ o)
f(x) decreixent (-1, 1)

Maxim i minim relatiu
* f(x) t¢ un maxim relativenxgsi CalJ R / O xU(xo—a,xo+a) = f(x)>1(x0)
* f(x) t¢ un minim relatiuenxpsi LalJ R / O x U (xo—a,Xo+a) = f(x)<f(x)

glabal masximum

local rmzsimrn

czal rimirrm

glabal minmmum

Observem que en aquests punts la recta tangent a la corba sera horitzontal 1 el seu
pendent 0, aixi, si f(x) té un maxim o un minim relatiu en xy = f ‘(x0)=0



La condicid contraria no es dona, es a dir, el fet que f ‘(x9)=0 no implica que en X, hagi
un extrem relatiu.
Graficament,

¥ /

Punt d’inflexi6

minim relatiu

maxim relatiu

els punts de tangent horitzontal, es a dir aquells on f(c) = 0 s’anomenen punts
singulars o punts critics.

Per saber si un punt critic correspon a un extrem relatiu o no haurem d’estudiar el signe
de la derivada primera al voltant d’aquest punt,
- si abans de x¢ f’(x) és positiva i després €s negativa la funcid passa de creixent
a decreixent i en P = ( x¢, f(X¢) ) tenim un maxim relatiu;
- si abans de x¢ f’(x) és negativa i després és positiva la funcid passa de creixent
a decreixent i en P = ( x¢, f(X¢) ) tenim un maxim relatiu;
- en qualsevol altre cas és tracta d’un punt d’inflexio.

Ex: Determineu els extrems relatius de la funcié f(x) = x> — 3x + 2.
Tal i com ja hem vist anteriorment, primer trobem els intervals de creixement i

decreixement igualant a zero la derivada primera i estudiant el signe de f’(x) en
els intervals obtinguts.

fx)=x"=3x+2

fx)=3x"-3
fx)=0 R W -3=0
x==1
- | | + 00
-1 +]
S f(2)>0 | f0)<0 | f2)>0
f) | v | oA

Com la funcio

és continua i

passa de creixent a
decreixent, en

P; = (-1,4) hi ha un
maxim relatiu

Com la funcio

és continua i

passa de decreixent a

creixent, en P> = (1,0)
hi ha un minim relatiu



* En tots els casos anteriors, per 1’estudi del creixement / decreixement i els extrems
relatius, hem suposat que la funcié f(x) era continua. Si f(x) no és continua, inclourem
en el moment d’estudiar els signes de la derivada primera els punts de discontinuitat.

Ex: Estudieu els intervals de creixement/decreixement i els extrems relatius de la funcio

3 —
f(x) = X —x
Dom f=|R—- {1}
) = Bx* =1)(x-1)—(x’ —x)1 _ 3x° =3x" —x+1-x"+x _ 2x° =3x* +1
(x-1)° (x-1)° (x =1y’
, 2x° =3x" +1 P
f(X):W: — 2x"=3x"+1 =0
2 -3 0 1
1 2 -1 -1
2 -1 -1 0
1 2 1
2 1 0

x-1=0 — x=1
27 237 +1 =(x-1)° (2x-1)=0 <
2x-1=0— x=1/2

Un dels possibles extrem relatius no pertany al domini, x=1 sera un punt de
discontinuitat, pero [’haurem de tenir en compte en el moment de dividir la recta
real en intervals per estudiar el signe de la derivada.

— 00 | | + oo
1/2 1
f'x) f(-2)<0 | f(3/4)>0 | f2)>0
fo K A
Com la funcio Com la funcio és
passa de decreixent discontinua en
a creixent, en x=1 no hi ha
P =(1/2,7/4) hi ha extrem relatiu
minim relatiu ni punt d’inflexio

f(x) és creixent en (1/2,1) 1 (1, + )
decreixent en (- ,1/2)
i amb un minim relatiu en (1/2,7/4)



¢) Concavitat i convexitat d’una funcié. Punts d’inflexio

f(x) és concava en un interval quan les rectes tangents a la corba en els punts de
I’interval es troben per sobre del grafic.

f(x) és convexa en un interval quan les rectes tangents a la corba en els punts de
I’interval es troben per sota del grafic.

f{x)

S’anomena punt d’inflexi6 P.I a aquell on es produeix un canvi de concavitat a
convexitat o al reves ( al grafic x=b és un punt d’inflexio ).

* Si observem el grafic, 1 seguim la corba f(x) des de x=a a x=b, veiem que el pendent
de la recta tangent comenca essent positiu, perdo conforme ens apropem al maxim relatiu
el valor de ’(x) va disminuint fins ser 0; si continuem cap a b el pendent €s ara negatiu i
cada vegada té un valor absolut major — en I’interval (a,b) la funcié f ’(x) és decreixent
1, en conseqiiencia, la funcio f ’(x) és negativa.

De la mateixa manera, si observem el grafic de x=b a x=c, deduim que en I’interval
(b,c) la funcid6 f ‘(x) és creixent i la funcid f “’(x) és positiva

Sigui f(x) 1 f (x) son derivables en X, si
f(x0) <0  f(x) és convexa en Xy
f(x9)>0  f(x) és concava en xg
foxe)=0 ?2,s1f’(x9) #0¢ésun P.I
En general
f “’(x9) <0 — f(x) és convexa en Xy
f “’(x9) > 0 — f(x) és concava en X
f“’(x9) # 0 — f(x) té un punt d’inflexid en xq
£ (x0) =0 f™(x0) < 0 — f(x) és convexa en Xo

£ (x0)=0 = f¥(xp) >0 — f(x) és concava en x
f¥(xg) =0 —



Ex: Estudieu la curvatura de la funci6 f(x) = 3x* — 8x> + 5

Dom f=|R continua

f(x) = 12x° — 24x°

X =
X

() =36x"-48x — f(x) =0 — I2x(3x—4)=0 — {

Wl ho

Aquests valors hem determinen tres intervals en la recta, en els que estudiarem
el signe de la derivada segona

| + 00

|
0 4/3
VANCY f"(-2)>0‘ fr12)<0 ‘ f72)>0
|

o \J Y,

— 00

Com la funcio Com la funcio

passa de concava passa de convexa

a convexa, en a concava en

P =(0,5) hi ha Q =(4/3,-121/27 )hi ha
un punt d’inflexio un punt d’inflexio

fx)  és concava per x[1(-c0,0) 1 (4/3,+ )
és convexa per xU(0,4/3)

Ex: Determineu els punts d’inflexi6 de f(x) = X —3x+2

fx)=x"—3x+2 continua

Fx)=3x"-3

S (x)=06x

Possibles punts d’inflexio de f(x) - f “(x) =0
6x =0
x=0

f£70)=6 %0 (0, 2 ) és un punt d’inflexio de f(x)



d) Problemes d’optimitzacio

Amb molta freqiiéncia apareixen problemes fisics, geometrics, economics, biologics ...,
en els quals es tracta d’optimitzar una funcié: fer maxim un volum , un benefici, una
poblaci6, fer minims uns costos, una area... Aquesta funcio pot venir donada per una o
dues incognites, en aquest cas cal expressar una d’elles a partir de 1’altre.

En els problemes d’optimitzacid, el que interessa no son els extrems relatius de la
funcio si no els absoluts. Vegem algunes regles per obtenir-los.
a) Si f(x) és derivable en [a,b] els maxims i minim absoluts estan entre els punts
singulars i els extrem de 1’ interval.

En aquest cas:

* Es troben els extrems relatius (maxims i minims relatius) x; X2, X3,..

e Es calcula f(a), f(xy), f(x2), ..... f(b) i amb aquests valor veurem quin és el maxim
absolut (valor més gran) i quin el minim absolut (valor més petit)

b) Si hi ha algun punt de [a,b] en que la funci6 no és derivable, encara que si
continua, caldra mirar també a més a més el valor de la funcié en aquest punt.

¢) Si f no és continua en algun punt de [a,b] estudiarem el comportament en les
proximitats d’aquest punt.

¥
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Ex: S’ha de construir un dipdsit cilindric de 81 7m” de volum. La superficie lateral ha
de ser construida amb un material que costa 30 €/m?, i les dues bases amb un material
que costa 45 €/m”.
a) Determineu la relacié que hi ha entre el radi r de les dues bases circulars i
I’altura h del cilindre, i doneu el cost C ( r ) del material necessari per construir
aquest diposit en funcio de r
b) Quines dimensions ha de tenir el dipdsit perque el cost dels materials necessaris
sigui el minim possible?

a)
Volum cilindre: V=rn 1" h
Superficie lateral: ~ S;=2 n-r-h
Superficie bases: Sp=2-nr
Cost: C=30-8§+45-8,
C(r,h)=30-2nr-h+45-2-n-»
La relacio entre el vadi r i ’altura h es calcula a partir del volum:
V=rnr-h
8ln=n-r-h
_ 8ln
r2
b)
Funcio a minimitzar: C(r,h)=30-2nr-h+45-2-n-»

C(r)=60 ﬂﬂrﬂ +90 n-r’
r

48607 + 907703

C(r)=

C'(r)=- 48;0” +180770F

Extrems relatius: C'(r)=20
0= 48607

2
7

1486077
r=3 =3
18077

Comprovem que r = 3 sigui un minim amb la derivada segona:

+ 18077 Lf

cir) =227 180,
2

C“@3)>0 a r=23 hihaunminim

radi = 3m i altura = 9 m



e) Aplicacions fisiques de la derivada

Ae:f(t+At)—f(t)

Velocitat mitjana vy, Vi = —
At At
+
Velocitat instantania v(t) = hm f (t AZ) f (t) =e'(1)
A0 At Az 0

Acceleraci¢6 instantania a=v (t)=e’ (t)



