TEMA 1 : Matrius

Matriu
S’ anomena matriu A a tot conjunt de nombres o expressions disposades de forma

rectangular o quadrada, formant files i columnes.
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Cada nombre a;; de la matriu s’anomena element, el qual es diferencia dels altres per la
posici6 que ocupa, es a dir, la fila (1) 1 la columna (j) a la que pertany.

La dimensi6 de la matriu ( m x n ) ve determinada pel nombre de files ( m ) i el nombre
de columnes ( n ). Si el nombre de files i columnes és igual es parla de matriu d’ordre 2,

3, ...

Tipus de matrius

a) Matriu fila. Esta formada per una fila.

Ex:

(2 3 -1)

b) Matriu columna. Formada per una columna.

Ex:




d)

g)

Matriu rectangular. Amb diferent nombre de files que de columnes
Ex:

1 2 5

Q1 =2
Matriu quadrada. T¢ el mateix nombre de files que de columnes. Els elements de
la forma a;; formen la diagonal principal, 1 els elements amb i+ j=n + 1 la
diagonal secundaria.
Ex:

1 2 -5

3 B 5

o -1 4
Matriu nul-la. Tots els elements son zeros.
Ex:

00

00
Matriu triangular superior. Els elements per sota de la diagonal principal son
Zeros.
Ex:

1T 7 -2

o -3 4

o o Z
Matriu triangular inferior. Els elements per sobre de la diagonal principal son

Z€ToS8.

Ex:

(AN i oY
mora o
LoA T R



h) Matriu diagonal. Tots els termes excepte els de la diagonal principal sén nuls.

Ex:

[ I LY
Lo T LN
LA T T ]

1) Matriu escalar. Matriu diagonal on els elements de la diagonal principal son
iguals.

Ex:

=2 M
Lo T LN
AN

j) Matriu identitat ( I ) o unitat. Matriu diagonal on els elements de la diagonal
principal son 1.

Ex:

LR
L e
| I

k) Matriu transposada A'. Matriu que s’obté en canviar de forma ordenada les files
per les columnes de A.

Ex:
2 3 0 2 1 3
A=[1 2 0 A-|3 2 5
356 00 &
* Propietats:
a) (A)'=A
b)(A+B) =A"+B
c)(a-A) =o A

d)(A- B)=B"-A'



1) Matriu regular. Matriu quadrada que té inversa.
m) Matriu singular. Matriu quadrada que no té inversa.
n) Matriu simétrica. Matriu quadrada que verifica A = A",

0) Matriu ortogonal. Matriu que verifica A-A'=1.

Operacions amb matrius

a) Suma iresta. Donades dos matrius A i B amb la mateixa dimensi6

A+ B=(aij + bij)

Ex:
Zz 0 1 (1 0
A=|3 0 0 B=]|1
o 1 1 1 1

2 +1 0+0 1+1Yy (2 0
A+B=|3+1 0+7 O+1|=|4 2 1
a+1 1+1 1+0

f2-1 0-0 1-1y (1 0o o
A-B=|3-1 0-2 o0-1|=|2 -2 -1
5-1 1-1 1-0) (4 o 1

* Propietats de la suma de matrius:

a) la suma de dues matrius d’ordre mxn és altre matriu del mateix ordre

b) A+(B+C)=(A+B)+C

c) A+0=A, onO0 ésla matriu nul-la de mateixa dimensié a A

d) A+(-A)=0,on-A éslamatriu oposada a A amb tots els elements
canviats de signe

e) A+tB=B+A

b) Producte d’un escalar per una matriu.

kA=(k a;) perk U [R



Ex:

Z 0 1 4 o Z
2.3 0 0]=| 6 0o 0
> 1 1 10 2 2

* Propietats:
a)a- (b-A)=(a-b)-A,A EMpym abeER
b)a - (A+B)=a-A+a-BonA,B EMp,,a€R
c)(atb)-A=a-A+b- A, A €My,,abeER
d)1-A=A, A EMuu

¢) Producte de dos matrius.
Dos matrius A i B es poden multiplicar ( A - B ) si el nombre de columnes d’ A
coincideix amb el nombre de files de B.
men'Mnxpszxp

El element c;; de la matriu A-B s’obté multiplicant cada element de la fila i de la
matriu A per cada element de la columna j de la matriu B 1 sumant els resultats.

Ex:

2-1+0-1+1-1 2-0+0-2+1-1 2-1+0-1+1-0
=|3-1+0-1+0-1 3-0+-0-2+0-1 3-1+0-1+0-0|=
9-1+1-1+1-1 a-0+1-2+0-1 9-1+1-1+1-0
3 1 2
=|3 3
7 a3 i}

* Propietats:

a) A-B-C)=(A-B)-C

b) A-I1=A, onl éslamatriu identitat del mateix ordre que A
c) A-B#B-A

dd A-B+C)=A-B+A-C



Matriu inversa A™'

A-AT=AT-A=T

Per calcular A resolem el sistema obtingut a partir de I’equacio A - A =1

S

Ex:

A-AT =1
3x+2z=1
3 2 X y 1 0 4x+3z=0 g 2 =2
. frd :> A =
4 3 z t 0 1 3y+2t=0 -4 3
4y +3t=1

* Propietats:
a)(A-B)'=B"1-A"
b)y(AH) ! =A
ok-A)" =kT-A"!
DAY =A™

Aplicacio: resolucié de problemes
Per la resolucié de problemes podem seguir els segiients passos:
- determinem les matrius a partir de la informacié que proporciona el
problema
- definim la resta de matrius com a operacions entre les matrius que
hem obtingut
- efectuem les operacions necessaries

Ex: Tenim tres lingots que contenen or, plata i coure, segons una proporcié en grams
que s’indica en la taula segiient

Or Plata Coure
L, 30 40 20
L, 40 50 10
L; 50 20 50

Agafem 45 g de L;, 60 de L, 1 48 de L3, 1 formem un nou lingot. Quina quantitat d’or,
plata i coure tindra aquest nou lingot?



Fem la matriu que expressa les proporcions d’or, plata i coure que conté cada
lingot

O P C O P C
L(30 40 20 Lo ow s
90 90 90 L Y %
40 50 10
_ 2/ 1/ 1
= 100 100 100 LZSA ? 540
Lsozoso Lﬁzéﬁz
30120 120 120 3

Per trobar les quantitats dels metalls que tindra el nou lingot hem de multiplicar
la quantitat en grams que agafem de cada lingot per la proporcio de metalls que
hi ha a cada lingot original. Com tenim una matriu d’ordre lingots vells x
quantitat de metall i volem obtenir un d’ordre nou lingot x quantitat de metall
haurem de multiplicar les matrius:

Ko %
(45 60 48)-| 2L Vo W 1=(59 58 36)
N Vo N

(nou lingot x lingots vells) - (lingots vells x quantitat de metall)=nou lingot x quantitat de metall

El nou lingot tindra 59 g d’or, 58 g de plata i 36 g de coure.

Una aplicacidé en economia son les taules input-output. Amb aquestes taules
s’expressa d’interrelacio dels diferents sectors economics i permeten resoldre
problemes com la prediccid de les necessitats futures de produccio, I’estudi de
les relacions economiques, ...

Ex: El sector agricola d’un pais produeix a I’any 200 milions d’euros; el sector
industrial 300, i el sector serveis 250. El sector agricola necessita 50 dels milions
produits per ell mateix, 40 dels produits pel sector industrial i 30 dels produits
pel sector serveis. El sector industrial necessita 30 milions de 1’agricola, 80 del
seu 1 30 del sector serveis. El sector serveis necessita 20 milions del sector
agricola, 40 del sector industrial i 20 del seu sector.

50 30 20
La matriu input-output aquests tres sectors : 40 80 40
30 30 20
La matriu de coeficients técnics 0,25 0,10 0,08
en la que cada a; representa el 020 026 016

tant per u que el sector j
necessita o adquireix del sector i 0,15 0,10 0,08



Ex: En un sistema economic el sector pesquer consumeix el 20% de la seva
produccio 1 el 30% del sector de comunicacions, mentre que aquest consumeix
un 10% de la seva produccio i el 20% del sector pesquer. Si la demanda exterior
¢s de 20 milions per al sector pesquer i de 30 milions per al sector de
comunicacions, quina ha de ser la producci6 de cada sector?.

En aquest exercici la matriu de

coeficients tecnics A ens la 0,2 02
donen directament en indicar- =(03 Olj
nos els percentatges de consum ’ ’
d’un sector en relacio als altres

Es possible trobar la produccié X de cada sector si coneixem la demanda final
D, i a l’inrevés
A-X+D=X

si anomenem X a la produccio del sector pesquer i 'y a la produccio del sector
comunicacions

02 0.2) (x) (20)_(x
03 01){y) (30) |y
O,2x+0,2y+20=x} 400 500

=>xX=—
0,3x +0,1y +30 =y 11 11

Ex: Una empresa fabrica tres productes: A, B 1 C. Els preus de cost de cada
unitat sén de 6, 9 1 14 euros respectivament. Els preus de venda d’una unitat de
cada article de 18, 28 1 40 euros, i el nombre d’unitats venudes anualment de
2240, 1625 1 842 respectivament.

Observem que la matriu de costos C i la d’ingressos I ha de ser
quadrada ja que fan referencia a diners per unitat

6 0 O 18 0 0
cC=(0 9 0 I=10 28 0
0 0 14 0 0 40

La matriu de vendes ha de ser una matriu fila o columna ja que esta
referida al total

v=(2240 1625 842)



La matriu d’ingressos anuals sera
Vi
( nombre de vendes x producte)- (producte x diners)

18 0 0
(2240 1625 842)-| 0 28 0 | = (40320 45500 33680)
0 0 40

La matriu de despeses anuals sera
V-C
( nombre de vendes x producte)-(producte x diners)

0
0 | = (13440 14625 11788)

6
(2240 1625 842)- |0
0 4

S O O
[S—

Per calcular els beneficis anuals (ingressos anuals — despeses anuals )

(40320 45500 33680)-(13440 14625 11788)=
= (268800 30875 21892)

Pel producte A s’ha guanyat 268800 € en un any,
amb B s ’ha guanyat 30875 € i
amb C 21892 €.



TEMA 3 : Sistemes d’equacions lineals

Equaci6 lineal amb n incognites
Qualsevol expressio del tipus a;x; + ax; + ..... + apX, + a9 =0 on a; [J |R és una equacio
lineal

a; (a# 0) — coeficient
ap — terme independent
Xj — Incognites

* Qualsevol conjunt de n nombres reals que verifica I’equacio és solucio de I’equacio.
Ex: Donada I’equacio x +y +z+t=0sén solucio ( 1, -1, 1,-1)1(-2,-2,0,4)

Sistemes d’equacions lineals
Conjunt d’expressions algebraiques de la forma

X1 T arXo T o +a1,Xn= by
X1 T aA0X2 T i, +anXn = by
am1X1 + am2X2 T, +aman bm

on X; son las incognites, (i = 1,2,...,n)
a;j son los coeficients, (1=1,2,....m) (j = 1,2,...,n)
b; els termes independents (i =1, 2, ..., m)
aij, bi, m, n U |N

* Quan els termes independents son zero s’anomena sistema homogeni
* Solucid d’un sistema: conjunt de valors que compleix totes les equacions
* Classificacio:

a) segons el nombre de solucions
- compatible: té solucio
determinat: una unica solucié
indeterminat: moltes solucions
- incompatible: no té solucio

b) esglaonats: cada equacid té una incognita menys que 1’anterior

c) equivalents: tenen la mateixa solucid. S’obtenen sistemes equivalents per:
- eliminacié d’equacions linealment dependents:
tots els coeficients son zero
dues files son iguals
una fila és proporcional a altre
una fila és combinaci6 lineal d’altres




- transformacions:
canviar I’ordre de les equacions del sistema
canviar I’ordre de les incognites de 1’equacio
multiplicar els dos membres de 1’equaciod per un nombre diferent
a0
substituir una equacio per una combinacié lineal d’ella 1 la resta
sempre que el coeficient de I’equacio6 substituida sigui diferent de
0

Me¢tode de Gauss

Consisteix en transformar un sistema d’equacions en altre equivalent 1 esglaonat que ens
permetra solucionar el sistema si és possible. Per facilitar el calcul es transforma el
sistema en una matriu.

A11X]1 T a1Xo T o +a1,Xn= by

X1 T a0X2 T i, +a,Xn = by

am1X1 + am2X2 T, +aman bm
a, 4y a,
a) dp ay

Matriu A del sistema

aml amZ amn
a;;  ap a, b
) ) « . a, dy a,, b,
Matriu ampliada A* del sistema
aml am2 amn bm
a;; dap a,, b a;, dp a, b
a a a b , 0 a a b
21 22 2n 2 |:| @m . 22 2n 2
a, 4a,, .. a, b o o0 .. a, b,
Ex:
3x+2y+ z=1
Sx+3y+4z=2

x+ y- z=1
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* Si en fer Gauss s’obté una equacio 0 = K amb K # 0 el sistema sera incompatible. Si
s’obt¢ 0 = 0 i el nombre d’incognites €s major al d’equacions sera compatible
indeterminat.

Ex: Estudieu si hi ha cap valor de m pel qual el sistema és compatible. Si €s aixi,
resoleu el sistema.

X+my+z=1
mx +y +(m-1jz =m
X+l +Z2=mM+1

1 m 1 1
m 1 m-1 mn
1 1 1 m+1
1 m 1 1
_hmh o 1omP 0
f,-f, 0 1-m 0 1
1 1 m 1
Cg +G|0 -1 1-nf 0
0 0 1-m m



Sim=1 0=1 Sistema Incompatible

Sim=1 gistema Compatible Determinado

X+ Z+my =1

~z+[1-nfly -0
(L-m)y =m
m m?-nf? —2m+ 1
Y= Z=[1+mm X =
1-m 1-m

* Calcul de la matriu inversa per Gauss
- Construir una matriu del tipus (A | 1)
- Pel métode de Gauss es transforma la meitat A en la matriu identitat, 1 la matriu
que queda al costat dret és la matriu inversa A™

Ex:
1 1 0
A=(1 0 1
o1 o0
1 1 O 0
o1 :0 1 0
1 0 01
F2 - Fy

o
-
'—I:
o -
[
S
o
= o



Fi1 + F»

1 0 o: 1 0 -1
0 -1 0: 0 0 -1

o 0o 1 -1 1 1
(-1) F»

1 00 1 0 -1
01 0 o 0 1
o 01 -1 1 1

1 0 -1

A'=|0 0 1

-1 1 1

Rang d’una matriu

Nombre de files o columnes linealment independents, es a dir, que no es pot expressar
una d’elles com a combinacié lineal de les altres. Es el nombre de files de la matriu
transformada en sistema triangular diferents de zero.

Podem descartar una linea o columna si:
- tots els seus coeficients son zero
- hi ha dues linees o columnes iguals
- una linea o columna ¢és proporcional a altre
- una linea o columna és combinacio lineal de les altres

Ex:
1 2 -1 32 -2
21 0 1 1
2 4 -2 6 -4
0O 0 0 O 0O
2 4 -1 > 0



F4 es nulla
F;=2F, + F,

r(A) =2.

En general es tracta de fer nul-les el nombre maxim de files o columnes i el rang sera el
nombre de files o columnes no nul-les.

Ex:
1 -4 2 -1
A 3 -12 & -3
1z -1 0 1
] 1 3 -1
F2=F2'3F1
F3= F3-2F1
1 -4 2 -1
] o o o
] A
] 1 -1
r(A) = 3

Teorema de Rouché-Frobenius
Donat un sistema sigui rang A el rang de la matriu del sistema i rang A* el rang de la
matriu associada al sistema

rang A =rang A* =nombre d’incognites S. Compatible determinat
rang A = rang A* <nombre d’incognites S. Compatible indeterminat
rang A <rang A* S. Incompatible
Ex:
x+3y- z=1
2x —5y+4z="7

3x-2y+3z=5



1 3 -11 E, 1 3 11
2 -5 4 7| M- E,-2E |0 -11 6 5| -
3 -2 3 5 E,-3E, (0 -11 6 2

I 3 -1

A=12 -5 4 rang A =2
3 -2 3
1 3 -11

A*=12 =5 4 7 rang A* =3
3 -2 35

Sistema incompatible

Ex: Discutiu segons el valor del parametre A el segiient sistema lineal

Ax+ y+ z=4
x+ y+ 2z=A
X- y+tAz=2

Hem d’intentar que el primer coeficient de la primera equacio no sigui el

parametre
A 1 1 4 1 A 1 4
1 1 2 A [ - C, perC, 1 1 2 4 M -
1 -1 A2 -1 1 A 2

DD—» EZ_EI 0 1_/1 1 /1_4 DD—>
E,+E |0 1+A1 A+1 6



E, 1 A 1 4
M - E, 0 1-12 1 A-4
(I+MDE,-(1-MHE; \0 0 XF+A A +31-10

Si 1-A=0 0 - A =11isubstituim al sistema inicial

1 14 E, 1 11 4
1 1 21 o - E,-E |0 0 1 -3
-1 1 12 E,+E |0 2 2 6
1 11 4
M -  F;perF; 0 2 2 6
0 01 -3

rang A = rang A* = nombre d’incognites
3 = 3 = 3

Sistema compatible determinat

SiA+A=0 > A=0 A=-1

Per A =0
0 1 14 1 0 1 4
1 1 20 M- CyperC,| 1 1 20
1 -1 0 2 -1 1 02
E, 01 4
M- E,-E |01 1 -4 M -

E,+E \0 11 6

E,~E, (0 0 0 10

rang A <rang A*
2 = 3



Per A =-1

Sistema incompatible

E, (1
M- E,-E |0
E,+E, |0

rang A < rang A*
2 = 3

Sistema incompatible



