TEMA 1 : Derivades

Derivada d’una funcié en un punt
+ —
El limit, hm% =lim Jla hh) AC) , S existeix i és finit s’anomena derivada de
h-0 h-0
la funcio fen el punt x) = a i es designa per ’(a).

* Graficament f’(a) significa el pendent de la recta tangent a la grafica de f(x) en
el punt d’abscisses xp = a

flath) 3
f(a) fa)=tga
* Siexisteix f’(a) es diu que f és derivable en xp = a
Ex: Si f(x) = x* trobeu la derivada en x, = 1
e fA+h)-fQO) . (Q+R)-1* . 1+2n+R* -1 _ . kQ2+h) _
f'M=lm =lim——,—=lim =lim—— =2
ho0 h ho0 h 70 h h=0 h

llavors (1) =2

Derivades laterals d’una funcid en un punt

» S’anomena derivada per I’esquerra de fen el punt xo = a i es designa per 1 (a):

f (@)= Jim =

» S’anomena derivada per la dreta de fen el punt xo = a i es designa per f,(a):

futa)= [im =L

+ fésderivableenelpuntxp=a < f (a) = f,(a)




Funcio6 derivada

* Siuna funci6 f és derivable en tots els punts d’un interval I = (a,b), la funcio:

f: x »  °(x) s’anomena funcio derivada de f

* Sif’ és derivable, la seva derivada f*’ s’anomena segona derivada de f, 1 aixi
successivament, es defineixen 777, tw, ey v (derivada tercera, quarta,.... n-
¢ssima)

2

3

Ex: Donada la funci6 f(x) = 5x — x

S5(x+h) = (x+h)> = (5x—x%) _

v —qe SR = f(x) _g.

* ') =1im =lim

ho0 h ho0 h
. Sx+5h-x’-2xh—-h*>-5x+x" _,. —h’=2xh+5h_
lim =lim =
h-0 h h-0 Il

2

—h* =2x+

lim "™ hzx Vogres - fi0)=-20+S
h-0

S+ - () _ “2(x+h)+5-(2x+5) _

* /" @=1im lim
h-0 h h-0 h
. —2x=2h+5+2x-5_.. -—2h s
lim =llm——="2 - ['(»=-2
h-0 h ho0 h
. "(x+h)- ""(x . =242 .
h-0 h h-0 h
o fM == =0
Regles de derivacio
Operacions amb derivades
Funcio Derivada Quocient
Producte per un nombre )= u )= u'lv—uly
== =
y=klu y'=klu v v
Suma i resta Composicio. Regla de la cadena
I BT yEu @) |y = (@) ()
Producte

y=uly y=u'lv+uly




a) Derivada de les funcions elementals

TAULA DE DERIVADES
Funcio \ Derivada \ Exemples | Exemples
Constant
y=Fk [y= [y =8 [y=0 |
Identitat
y=x Ly’ =1 ly=x | y= |
Funcions potencials
y=x" | y=mG" | y=xt py=Eset = +) | y=aea +1) @x
y:\/; ':_1 y:\/; ':_1 =\‘5x '= S
24x 24x 24/5x
y=4x 1 y=x 1 y =3¢ . 6bx
Y= y= V="
mm xm—l 55 x4 5 (3x2)4
Funcions exponencials
y=e' | y=e y=e' | y=e y=en y'=6xe’
y=a' y'=a'lna | y=3" y'=3"n3 | y=5"" y'=303""0n5
Funcions logaritmiques
y=Inx 1 y=Inx ,_ y:]n(x2+7x) o 2x+7
y == y == )
X X x~+7x
y=log x y= 1 y=logx y= 1 vy =log, (5x + 7) = 5
xha x[Iha (5x+7)0n5
Funcions trigonométriques
y=sinx | y'=cosx y=sinx | y'=cosx y =sinSx y'=5[cos5x
Y =C08X I y'=—sinx Y ZC0SX 1 y'=—sinx | y=cos3x’ y = —6x [8in3x’
YEIY | p=l4pgix | VTY | y=lvsdx | ¥ =187 y=(l+tg (7))
. 1 y= 7
cos’ x cos x cos(7x)
y=arcsim y= 1 y=arcsim y= 1 y = arcsin x> . 2x
1-x* 1-x* 1/1—(x2)2
y=arccos | —] y=arccos | ] y = arccos3x o -3
y B 2 y B 2 - —2
1-x 1-x 1-(3x)
y=arctg | ] y=arctg | ] y = arctg 3x _ 3
T T YT Gy




b) Derivada de funcions del tipus y =u"

Per trobar la derivada d’un funci6 del tipus y = u", cal prendre logaritme a totes dues
bandes de la igualtat:

y=u"

Iny=Inu"

Iny=vinu
Derivem

L=y +vdt - y'=(v‘[ﬂnu+vd4—jg/
Y u u

Ex: Trobeu la derivada de y = (3 X2 - 5)5“”
y= (3x2 _S)Sinx

Iny= 1n(3x2 _5)sinx

Iny =sinx []]n(3x2 - 5)

1

Y = cosx In(3x> — 5) +sin x oo

y (3x* - 5)
y'=| cosx On(3x*> —5) +sin x Elfix K%
(3x° -5)

yv: (Cosx D]n(3x2 _5) +sinx G(3 ?x 5)] [(3)62 _ S)Sinx
x? -

¢) Derivada de una funcié implicita

Una funcio s’anomena implicita quan esta definida de la forma F(x,y) = 0 en lloc de la
forma habitual (y = f(x))

Per poder derivar una funci6 implicita només cal fer servir la regla de la cadena, 1 tenir
present que en el cas de la variable independent (x) es deriva directament i pel que fa a
la variable dependent (y) s’ha de considerar que és una funcié que depen de la variable
independent i per tant cal aplicar la regla de la cadena

Ex: Troba la derivada de la funci6 implicita : y3 + y2 + Sxy + X2+ x+ y=0
3yhy +2yy + 5y +5xy +2x+ 1 +y =0

-5y-1
3y’ +2y +5x +2x +1

y’(3y2+2y+5x+2x+ I)=-5y-1 —» y'=



Estudi de la derivabilitat d’una funcid

Si una funcio és derivable en un punt, necessariament és continua:

Derivabilitat — Continuitat
No continuitat — no derivabilitat

Continuitat 4 Derivabilitat

Si suposem que una funci6 f €s continua en X, (ja que si no és continua no ¢és derivable),
si:

Of'(xg)
i f'(xy)=f"(x;)= 0Of'(x,), lafunci6 és derivable en x

07"(x5)

X Six<2
Ex: Estudieu la derivabilitat de la funci6: f(x) =
3Ix-2 six=22

a) Continuitat

¢ six<2—f(x)=x*— polinomi — continua i derivable
* six>2 — f(x)=3x -2 polinomi — continua i derivable
e six=2

lim /) =lim~" =4

O]ym f(x) =4 — fés continua en x = 2
Iim/®) =11im@Gx-2)=4 x-2

x-2 x-2"

f(x) és continua en |R

b) Derivabilitat
) 2x six<2
x) =
3 six>=2
f(2)=4

, } f'(x) — fno és derivable en x = 2
fi(2)=3

f és continua en |R i derivable en R —{2}



Ex: Calculeu m i n perque la funci6 segiient sigui derivable en xo = 1

x> =5x+m six<l
f(X){

-x>+nx six>1
Sifés derivableenx =1 — fés continuaen x =1

Continuitat — lim f(x) = lim f(x) = f(1)
x-1 x-1"

Iim /) =1irn(x2 -S5x+m=m-4
x-1" x-1

m—-4=n-1

Ihim/ &) = li]_/n(—x2 +nx )=n-1

+ +
x-1 x-1

Derivabilitat — £,"(1) = £, (1)

) 2x—=5 six<l
X =
-2x+n six>1
v
‘1) =-3
f_() -3=n-2 s n=-1 —> m-4=-1-1-m=2
fi)=n=-2

Derivades: aplicacions

a) Recta tangent i normal a una corba en un dels seus punts

L’obtencio de la recta tangent a una corba en un dels seus punts és I’aplicacié més
immediata de les derivades, perqué com sabem, f’(X¢) és el pendent de la recta tangent a
la grafica de la funci6 y = f(X¢) en el punt d’abscissa X.

Si f(x) és derivable en Xy, ’equacié de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt

P(Xo,}’o) = P(Xo,f(Xo)) és:

y —yo = (X0)( X — Xo) Equacio de la recta tangent




2

. X X
Ex: Trobeu I’equacio de la recta tangent a la corba y = en xo=3

x+3

f és continua i derivable en xq

9-6 _3 _1
=y =——=Z=—
Yo=Y = ===
f,(x)_(Zx—2)(x+3)—(x2—2x_2(x2+3x—x—3)—x2+2x_
(x+3)° (x+3)°
2x°+6x—2x—6-x"+2x _ x> +6x-6
(x+3)° (x+3)°
9+18-6 _21 _ 7
' = == =
S 36 36 12
. 1 7
Equacio de la recta tangent: y—E IE(x—3)

Anomenem recta normal a una corba en un dels seus punt, a la recta perpendicular a la
recta tangent a la corba en aquest punt.
Recordant la condici6 de perpendicularitat de dues rectes la pendent de la recta normal a

la funcio f(x) en el punt x sera:

1 la seva equacio sera:
"(x,)

S'(x)

Y—Yo= (X —Xg) Equacio de la recta normal

Ex: Trobeu I’equacié de la recta normal a la corba del exemple anterior en el punt xo=3

Equacio de la recta normal: ( y —%) = _le (x - 3)

b) Creixement i decreixement d’una funcié. Maxims i minims

Una funci6 és creixent en un interval (a,b), si U x; , X U (a,b), si x;<x2 = f(X)<f(x2).
Si f(x) és derivable en (a,b) = f’(x)>0 Ux U (a,b)

Una funcio és decreixent en un interval (a,b), si [ x; , X, [ (a,b), si x;<x; =
f(x;)>1(x2). Si f(x) és derivable en (a,b) = f’(x)<0 Ux L (a,b)

* f(x) t¢ un maxim en xo si f ‘(Xg)=01f “’(x)<0
f(x) té un minim en x¢  si f “(x0)=01f “’(x0)>0



Ex: Estudieu els intervals de creixement i decreixement de f(x) = x> — 3x + 2

fix)=x>-3x+2

fe(x)=3x*-3
Possibles maxims o minims de f(x) - f‘(x)=0
3x*-3=0
x==%1

La recta real queda dividida en tres intervals

(-0,-1) > x=-2 f(-2)>0 creixent
(-1,1) - x=0 £40)<0 decreixent
(1,t0) - x=2 f2)>0 creixent

¢) Concavitat i convexitat d’una funci6. Punts d’inflexi6

f(x) és concava en un interval quan les rectes tangents a la corba en els punts de
I’interval es troben per sobre del grafic. Si f ©’(x)<0 = és concava en x

f(x) és convexa en un interval quan les rectes tangents a la corba en els punts de
I’interval es troben per sota del grafic. Si f ©’(x)>0 = ¢€s convexa en x

* Sif(x)1f‘(x)son derivables en xy, si Xo és un punt d’inflexié = f “’(x¢) =0
£ (x0) 20
Ex: Punts d’inflexi6 de f(x) = x> — 3x + 2

fix)=x>-3x+2

e (x)=6x

Possibles punts d’inflexi6 de f(x) - f’(x)=0
6x =0
x=0

£°0)=6 # 0 (0,2)ésun punt d’inflexio de f(x)

d) Problemes d’optimitzacio
Es tracta de fer maxima o minima una funci6. Aquesta pot venir donada per una o dues
incognites, en aquest cas cal expressar una d’elles a partir de 1’altre

Ex: S’ha de construir un dipdsit cilindric de 81 7m® de volum. La superficie lateral ha
de ser construida amb un material que costa 30 €/m?, i les dues bases amb un material
que costa 45 €/m”.
a) Determineu la relacié que hi ha entre el radi r de les dues bases circulars i
I’altura h del cilindre, i doneu el cost C ( r ) del material necessari per construir
aquest diposit en funcio de r
b) Quines dimensions ha de tenir el dipdsit perque el cost dels materials necessaris
sigui el minim possible?



Volum cilindre: V=nr-h
Superficie lateral: Ssi=2r7nr- h
Superficie bases: Se=2-71- .

Cost: C=30-S,+45-S,

C(r,h)=30-27n-r-h+45-2- n-r

La relacio entre el radi r i I’altura h es calcula a partir del volum:

V=n-1"h
8ln=n-r-h
81n
h:
7"2
b)
Funcié a minimitzar: C(r,h)=30-2nr1"- h+45-2-72-r2
C(r)=60 0k 1” +90 -
C(r)= 207 4 507152
C(r)=- B, 180n0
Extrems relatius: C(r)=0
_ 4862072 180770
r
_ 486077=3
18077

Comprovem que r = 3 sigui un minim amb la derivada segona:

972072 + 18077

C”(r)=

C*“@B3)>0 ar=3hihaun minim

radi =3m i altura=9 m

e) Aplicacions fisiques de la derivada

Velocitat mitjana vy, Vi = — = f(t+4n) = f(1)
Y At

+
Velocitat instantania v(t) = im}) . A m f (1 At) S@ _ (1)
! t /-

Acceleraci6 instantania a=v (t)=e” (t)



Regla de I’Hopital
Aquesta regla, només aplicable a quocients de funcions derivables, €s util per resoldre
indeterminacions en el calcul de limits.

Donades dues funcions f i g continues en [a,b] 1 derivables en (a,b), de forma que

g’(x)# 0 en (a,b) i existeix el limit lim& =L si

xea g'(x)
IRACTSK = 1im L =g L8
cagr) 0 e Cog(n) e g(x)

* Observacions:
- S’aplica igualment al cas que x — oo
- Abans de derivar simplifiqueu tots els factors possibles, i separeu aquells que
donen limit diferent de 0 6 o

Ex:
Inx

lim = — 1 com totes dues funcions sén continues 1 derivables en un interval

-1 x—1
que inclou I’ 1

mP* —jim=t oy

1
x-1 x—l x-1 X




