Tema 2: GEOMETRIA ANALITICA AL PLA

Vector
El vector AB és el segment orientat amb origen al punt A i exiaépunt B

Les projeccions del vector sobre els
a4 A eixos son les components del vector:

1a h

 Caracteristiques:
a) Modul |V | . Es la longitud del vector
b) Direccid. Es la recta sobre la que es troba elove@s determina mitjangant
I'angle que forma el vector amb la horitzontalduanent )

c) Sentit
Ex:
v
1V
V=(Vv1,V2)
Modul:
=12 2 2
V= w+w
V| ¥
a =y +v,°
1V
: ., Vv, Vv,
Direccio: tana = —= argument = = arc tan—
Vl Vl

Sentit: NE



* Tipus de vectors:
- Vectors equipol-lents. Sén vectors que tenen etimatodul, direccio i sentit,

la qual cosa fa que tinguin els mateixos components
- Vector lliure. Només es coneixen les componentéonigen ni I'extrem

- Vector fix. Es coneixen origen i extrem
( Exercici 1)

Operacions amb vectors

a) Suma
V= ( Vi, W )
W= (W, W)
* Numericamentv + W = ( vi+wy , Vo+W, )
» Graficament:

b) Producte per un nombre
KO |R
V= ( Vi, W )
* Numericament: Kv=(K-w,K:w)
» Graficament s’obté un vector amb la mateixa didepero de diferent modul.
Si el nombre és positiu el sentit es manté, se@gatiu canvia

c) Resta
V= ( Vi, W )
W= (W]_ , Wo )
* NumericamentyV - W= ( V3-Wq , Vo-W5 )
» Graficament consisteix en sumav 8oposat av: V—w=vV+ (-1) -w

Combinacio lineal de vectors
El vectorw és combinacié lineal dé i vsi,OA\, uOR/ W=A U +pv

( Exercici 2)



Dependeéncia i independéncia lineal de dos vectors
- UiV son linealment dependents(sK O |R/ G =K v ( es a dir, les seves
components son proporcionals i tenen la mateixecdio )
- UiV son linealment independents si no es pot expressdrells en funcio de
I'altre ( les direccions son diferents )

( Exercici 2b)

Base de vectors al pla
Un conjunt de vectors és base si,

- sOn linealment independents i

- qualsevol altre vector és combinacio lineal d’atgies
Al pla la base esta formada per dos vectors anebedtif direccio

* Siguin dos vector€,i & de modul 1 i perpendiculars entre sig{, &} son base
ortonormal de |R El conjunt { O g , &}, 0on O és l'origen de coordenades O = (0,0),

és un sistema de referencia ortonormal
( Exercici 2c, 3c)

Aplicacions geométriques dels vectors
a) Divisié d’un segment en parts iguals
b) Alineacio de tres punts

( Exercici 4)

Producte escalar

* Numericament

- W=|V]|-|w]| - cos{,w)
W= VW + VorWs

0JO: El producte escalar de dos vectors és un mgorahl, no un vector

* Graficament

—

V-W =|V|-|w| -cos¥,w)

<l

v

<l

- W= | V| - projeccio d&/sobrev

s




* Propietats:

a) v-v=0

b) v.w=w-V

c) K(v-w)=(K-v)w=vV (K- W)

d) Vv (W+d)=vV-W+ V-0

e) VOwe V- w=0 (Vi wson ortogonals)

( Exercici 2, 3)



Exercici 1: Donats els puntsA=(-5,2)iB=(0, - Zjobeu:
a) components del VeCctohB
b) modul, direcci6 i sentit dé\B
c) origen del vector equipol-lentﬂé amb extrem (2,-3)
d) vector unitari i amb la mateixa direccié q@

a) AB=(0-(-5),-2-2)=(5,-4)

b) Modul: ‘E{: J52 +(-4) = Va1

Direccio: a = arctan _?4 = -38,66°

(I'altre angle amb la mateixa tangent és131,349er les components ho descartem)

Sentit: SE

c) vector equipol-lent ha de tenir les mateixes coraptm

(5,-4)=(2-x%x,-3-y) origen=08-,1)

d) v=(x,y)
unitari \/mzl x*+y?=1 x*+y?=1
argument tarny :¥ %4 :¥ x:_T5y

41y?
16

1

y:+ 1—
4

=N eyl

Hi ha dues possibilitats perque la tangent és negat

VZ(L_JE)
YoJar V4

0, = (2 JE)
2 Jai1' \41

x
I

1

I+

i“w
|_\



Exercici2: Tenim els vectorsi =(2,-3),v=(-3,1),w=(5,0)

a) trobeu
a+ v
2w -3
i+v=(2,-3)+(-3,1)=
=(2-3,-3+1)=
=(-1,-2)
2W+30=2(5,0)-3(2,-3)=
=(4,9)

b) Gi v son linealment independents?

Si ja que no es pot expressar un d’ells com a coadid lineal de

I'altre

ua =(2,-3)

3 9
_uz _3’_
2 ( 2)
-1 -2
—ui=(—,1
3 ( 3 )

) quins d’aquests vectors poden ser base?

Tots ells agafats de dos en dos ja que tenen diféelieeccio

a, = arc tan _—23 a,=-56,31°
1

a, = arc tan — a, =161,56°
0

a, = arc tan E a, =0°

Exercici 3: Donats els vector&/ = (2,-1)iv =(5,0)
a) trobeuv- w

V-W = Vi-Wp + VorWp =
=5.2+0-(-1)=10



V- W= |
| v]=

cos (V,w) =

c) son basei i w?

V|- |w]| - cosY,w)
J52+0% =5
| W |= 2°+(-D)*= 5
10=5-+/5 -cos ¢, W )
10

55

a =26,56°

Si ja que formen un angle diferent de 0°, estamesgdrtes

diferents

d) vector ortogonal & de modul 1

= (u,u,)
ui-v=0
10 |= yu,” +u,

u==0

1=4/0% +u,’

u, =1 U=(0,1)
u, =-1 i=(0,-1)



Exercici4: Donats els punts A=(2,3)iB=(-4,5)

a) Trobeu el punt mig M del segment AB

El vectorB_I\/f és la meitat
del vectoBA.

M=(x,y) o
BM=(x—(-4), y—5)
BA=(6,-2)
A
BM=1/2 BA

(X+4’y_5):( 3’-1)

M=(2,4)

b) Dividiu el segment AB en tres parts iguals

El vector BC és la tercera
part del vectoBA, i BD és
2 | 3 parts del vectoBA

B

BC=1/3BA
(xi+4,y—5)=1/3 (6, -2)
A C=(-2,13/3)

BD=2/3BA
(%+4,%—-5)=2/3(6,-2)
D=(0,14/3)



Equacions de la recta

Una recta queda definida per:

- un punt de pas (1% 1) i un vector directov = (vi, V2 )
- dospuntsA=(a a&)iB=(b, k) onelpuntde pas pot ser A o Bi el vector

director ﬁB=(b1—al, p—ay)

Equacio Vector | Pendent| Punts
Director de pas
Vectorial OP= OA+k V
(X,y)={y)+K(v, W)
vz
Paramétriques x £kk vl}> V=(viva) |y (X1, y1)
yrykw
Continua XX YN
Vl V2
Punt — pendent yrym(x—X%) m (X1, Y1)
m (0,n)
Explicita y=mx+n -n
(_ ,0)
m
General, implicita o 0 -C
cartesiana Ax+By+C=0 v=(-B,A) A ( ’?)
-B C
-— 0
( A )
( Exercici 5)

 Vector normal a una recta, és el vector perpemali@ una rectd = (A, B)



Posici6 relativa de dues rectes

Rectes
Equacio Secants Coincidents Paral-leles
Explicites
riy=mx+nmn my # My my =Ny my =mp
riy=mx+nmn N =Trp N # N
Generals
WAXHBYFG=0 | A B | A_B_C | A_B G
2 AX+ Byt Q=0 1 A T, A B C | A B G

Amb un sistema
d’equacions

S. compatible
determinat

S. compatible
indeterminat

S. incompatible

( Exercici 6)

 Per trobar I'angle que formen dues reqgtesner hem de comprovar la seva posicid

relativa i després calcular 'angle pel producieats dels vectors directors

Distancies

a) Distancia entre dos punts
d(A,B)=|AB |

b) Distancia d'un punt a una recta
Sigui una recta r determinada i un punt P extdaracta

",

LY
A
1 JF,\\
AY
M
/.\
-\'\
p r
PPy:P3) \\

( Exercici 7))




Podem:

- trobar la recta perpendicular a r que passi pet P, trobar el punt
d’interseccié de totes dues rectes M i calculan@tiul del vectorPM

d(P,r)=I[PM |
- utilitzar la formula

:|A-p1+B-p2 +C|

IA2+BZ

d(P,r)

c) Distancia entre dues rectes
Per trobar la distancia entre dues rectes paes-tebbem la distancia des d’'un punt
qualsevol d'una d’elles a I altre recta

(Exercici 81 9)

Punts notables d'un triangle

- baricentre G) d'un triangle és la interseccié comuna de lesrtredianes.

Una mediana d'un triangle és el segment que vd'dessertex al punt mitja del
costat oposat.

- ortocentre Q) d'un triangle és la interseccid6 comuna de les textes que
contenen les altures.

Una altura és el segment perpendicular a un cqetapassa pel vertex oposat.
(Nota el peu de la perpendicular pot estar a I'extedsi@ostat del triangle.)

A



Hauria de quedar clar que O no té per qué estalsesegments que son les
altures. Més aviaD) és a les rectes que extenen les altures.

El circumcentre@) d'un triangle és la interseccio de les mediatrius

La mediatriu d’'un costat és el segment perpendi@ubquest que passa pel punt
mig.

Noteu queC pot estafora del triangle.

El circumcentre és el centre de la circumferénc@mscrita al triangle.

L'incentre (1 ) d'un triangle és el punt de l'interior d'un tgénon coincideixen
les bisectrius.

Les bisectrius divideixen cada angle en dos ddsgua

L'incentre és el centre de la circumferencia inaai triangle.



Exercici 5: Una recta passa per A= (2, 3) i és paraldelectorv = (2, 1).
a) Trobeu les seves equacions.
Si la recta és paral-lela a v aquest pot ser al\sector director.

(x,y)=(2,3)+K-(2,1) Equacio vexal

x=2+2K
y=3+1K Equacions parametriques
X“2_y-3 Equacions continues
2 1
+ L, -
y= X 5 4 Equacioé explicita
X—2y+4=0 Equacio general

b) El punt (5, 1) pertany a la recta?
Sipertanyalarecta/ K //R/(5,1)=(2,3)+K(2,1)

5=2+2K K=o
2

1=3+K K=-2
no pertany a la recta

c) pendent de la recta

Pendent de la recta%

Exercicie: Donada larectay = 2x — 3
a) Es paral-lela a 2x — 4y +5 = 0?
Si son paral-leles tenen el mateix pendent
r: y=2x-3

S: 2x—-4y+5=0

no son paral-leles



b) Equacié general de la recta perpendicular que gassa0 , -5)
Si és perpendicular el pendent és -1/ 2
A l'equacié general m = - A/B

Ax+By+C=0
1x+2y+C=0

sipassaper(0,-5)

0+2(-5)+C=0
Cc=10

L’ equacio de la recta perpendicular és x + 2 $0=0

Exercici 7: Trobeu I'angle que formen lesrectesr:y = &its : 2x +y -1 = 0.

Pendentder pr 3
Pendentde s ¢ -2 son dues rectes secants no perpendiculars

L" angle que formen es el mateix que formen etsove directors. Per
producte escalar podem trobar I'angle

V, |= 4/(-D)2+22= 5

\7r'\75:|\7r|'|\75|'COS(\7r,\75)
5:@-\/§-cos(\7,,\75)
_ 5 1_42

COS(V”VS):\/E.\E 22

L’ angle és de 45°




Exercici 8: Trobeu I" area del triangle definit pels puntsA-1,1),B=(2,4)i
C=(3,1).

Suposem la base del triangle el segmﬁt

Base=d (A,C)=]AC |={@B-(-1))*+(1-1? =2

L’ altura és la distancia del punt B fins la reajae inclou
el segmeniAC

recta: puntdepas(-1,1)
vector director: AC =(4,0)
X_+1 = y__l 4y-4:0

4 0
d(B r)= |02+ 44— 4| _12

V42 +0° 2
Area=2D - 26 _gp
2 6

Exercici9:  Trobeu I'equacié de la recta paral-lela a y = ZXi-que dista d’aguesta
V5 unitats

r és una recta paral-lela a 2x —y - 3 = Oskwva equacio sera
2x-y+C=0

i un punt de la mateixaseraP=(0,C)
La distancia entre les rectes sera la distancia de P a la recta donada

|20-1C - 3|
d(p,ry=t=2—="°l
U ey
_|-Cc-3|

A
5=|-C-3]|

Hi ha dues possibilitats, i sortiran dues rectes

5=-C-3 C
-5=-C-3 C

-8 .2x-y—-8=0
2 £2x-y+2=0



Exercici 10: Trobeu el circumcentre del triangle definitper A=1,1),B=(2,4)i
C=(3,1)

. — -1+2 1+4 15
Punt mig del segmeriB M= —)=(=, =
g g ( I ) (2 2)
Néz(3,3) vectornormalaﬁ:vz(S,-S)
1 5
_ X=5 Y¥Y=3
Mediatriu del segmenfAB 32 :—32
-2X-2y+6=0

Fem el mateix procés amb els segmem_ﬁsi BC,

Mediatriu del segmenfC: Ax+4=0
Mediatriu del segmenBC: -2x+ 6y —10=0

El circumcentre és el punt de tall de les mediatriu

-2X-2y+6=0
-4x +4=0

P=(1,2)



