Tema 5: FUNCIONS

Funcio
S’anomena funci6 real de variable real a tota aplicacié que fa correspondre a cada element

d’un conjunt inicial o domini un i només un element d’un conjunt final o recorregut.
Ex: Sigui la funci6 f
A B

) > 5
A i
0 > 1
: > 2
3 >

f.A—B
a— f(a)

-2—>-5
1— 4

on
A —domini
B - recorregut

Una funcidé indica una relaci6 de dependencia entre dos magnituds numeriques
anomenades variables. Cada valor individual de la primera magnitud, x o variable
independent, s’anomena anti-imatge i a cada valor corresponent de la segona magnitud, y
o0 variable dependent, imatge. En I’exemple anterior,

Domini f Recorregut f

laimatge de x=-2ésy=-5
f(2) =-5

la anti-imatge de y= -5 és x = -2

f1(-5) = -2
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* A matematiques, en no parlar de magnituds concretes ( temps, espai, nombre d’individus,
... ), les lletres amb les que es treballen son

X, per definir la variable o magnitud independent

Y, per la variable o0 magnitud depenent
Aixo fa que sembli que aquest tema no sigui aplicable a altres disciplines, tot el contrari.
Les matematiques tracten de forma general i en abstracte relacions de dependencia que hi
ha al nostre voltant sense concretar de queé es parla.

* Les funcions no s’expressen a través de conjunts sin6 que poden estar definides per:
- unenunciat o text
- unataula de valors, on es mostra els valors que adopta la variable independent X; i
els corresponents de la variable dependent y;
- un grafic determinat pels punts P ( Xi, Vi)
- una férmula que indica la relacio entre les variables

Ex: “Un vehicle circula a una velocitat constant de 80 Km/h”
Aguest enunciat ens indica una relacié de dependencia entre:
t (temps ) que és la variable independent x
e (espai recorregut ) que és la variable dependent y

Es a dir,

si esta una hora circulant en aquestes condicions recorrera 80 Km
si esta dues hores recorrera 160 Km

si esta ...

Temps(h) |1 2 2,5 3
Espai (Km) | 80 160 200 240

Graficament,

160

80 [--__-

1 2 t(h)

Aquesta mateixa funci6 podria definir-se amb la formula: e = 80t que en llenguatge
matematic correspondria a y = 80x o f(x) = 80x,

Aixi,
la imatge de 2, és el valor de y que li correspon a x = 2, es a dir
f(x) = 80x
y = 80x
y=80-2=160

f(2) = 160
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mentre que 1’antiimatge de 240, o el valor de x que li correspon a 'y = 240
sera f 1(240)

f(x) = 80x
y = 80x
240 =80 - x

240

— =X

80
Xx=3

f1(240) =3

» No tots els grafics corresponen matematicament a una funcié ja que cal recordar la
condicio de que a cada valor de x només li pot correspondre un valor de y
Ex: Quins dels grafics seglients correspon a una funcio?

a) b)

El grafic b no correspon a una funcio ja que a un valor de x, per exemple, a
x = -2 li corresponen dos valorsdey,y=0iy =3

Caracteristiques de les funcions:
a) Domini
b) Recorregut
c) Punts de tall amb els eixos
d) Simetria
e) Continuitat
f) Creixement / decreixement
g) Concavitat / convexitat

a) Domini:
- conjunt inicial
- conjunt de valors que pot prendre la x ( el calcul de la formula és possible o és
coherent amb les condicions )
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Ex: “ Lloguem un apartament per una temporada per 5S00€ mensuals “,
x = nombre de mesos de lloguer
y = preu pagat
el nombre de mesos x no pot ser un nombre negatiu ni decimal, aixi que el
domini seran tots els nombres enters positius

Ex: f(x) = 2 , el domini seran tots els nombres reals menys el 0 ja que % no
X
existeix
Funcid Domini Hem de .... Dom f
Polinomica IR - IR
Fracci6 Tots els nombres Solucionar
algebraica menys els que facin I’equacio IR — { solucions de
0 el denominador ja | denominador =0 I’equacio }
R —
que o no existeix
Aurrel Tots els nombres Solucionar Solucions de
d’index menys els que facin I’inequacio I’inequacio
parell que el radicand radicand > 0
sigui negatiu
Arrel IR - IR
d’index
senar
EX:
fx)= x-1 funcio polinomica
Domf=|R
EX:
g(x) = 2 fracci6 algebraica
X+3
Xx+3=0
=-3
Domg=|R-{-3}
EX:
y=x-1 arrel quadrada ( index parell )
X—1>0
x>1
Dom=[1,+x)
Ex:
f(x) = ¥2x-1 arrel cubica ( index senar)
Domf=|R
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« A nivell grafic el domini és la projeccio de tots els punts del grafic sobre 1’eix x

Dom = (—o0,—3) U (-3,5]

Conjunt final

b) Recorregut
Conjunt de valors que pren lay ( resultats obtinguts en aplicar la férmula als valors

numerics de x )

Ex: Quin és el recorregut de f(x) = x*>—2?
El domini de la funcio sén tots els nombres reals ja que és una funcié polinomica.

y = (qualsevol n°)? — 2
y = nombre positiu - 2
Imf=[-2, +o)

* A nivell grafic el recorregut €s la projeccio de tots els punts del grafic sobre I’eix y
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c) Simetria
Una funcié pot tenir o no simetria.

Si hi ha simetria aquesta pot ser de dos tipus:
- Parella: el grafic és simétric respecte I’eix d’ordenades Y

Observem que numeéricament aixo implica que f(x) = f(-x).
Per exemple,

- Imparella o senar: el grafic és simétric respecte 1’origen de coordenades (0,0).

Numericament, f(-x) = - f(x).
Per exemple,
Xx=3

X=-3 -7

-f(3)

Per saber si una funci6é presenta simetria normalment treballarem comparant les
formules.

f(x) laférmula de la funcio

f(-x) la formula que s’obté en substituir X per — X

-f(x) canviant de signe la férmula
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Ex:
y=x*+2

fx) =x*+2
f(-x)=(x)*+2=x*+2 }

f(x) =-x*-2
simetria parella
Ex:
=48+t
fit)y =4t +1t
f(-t)y =4(-t)}+(-t)=-43-t
-ft) =- (48 +t)=-43-t
simetria senar
Ex:
g(x)=x+2
g(x)=x+2
g(-x) =x+2

gXx)=-(x+2)=-x-2
no té simetria

d) Punts de tall amb els eixos
Observem el grafic. Els punts de tall amb I’eix x ( d’abscisses ) tenen valor de
y = 0, mentre que els punts de tall amb I’eix y ( d’ ordenades ) tenen valor de
x=0.
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Per aixo, per trobar els punts de tall amb
- Deix x, substituim y per O i trobem el valor de x solucionant
I’equacio;
- eixy, femx=0itrobemy

2X+5

Ex: Punts de tall amb els eixos de la funcio f(x) = >
X

punts de tall amb /’eix x: y = 0

2X+5 —0

= — (__!0)

punts de tall amb [’eix y: x = 0

5

<
I
o|lw

No hi ha
» Com a maxim hi ha un punt de tall amb 1’eix y, Sin6 no sera una funcié

e) Continuitat
Una funci6 és continua si es pot dibuixar el grafic amb un sol trac, es a dir, sense
aixecar el llapis del paper. Una funci6 és discontinua si te més d’un trag.

Ex: Una fabrica de gel té unes despeses mensuals ( y ) que depenen del nombre
de tones produides en un mes ( X ), segons la formula

y =19801,5 + 189,67 x
de manera que si fem una taula de valors i representem graficament els resultats,

donat que es poden unir els punts per que és possible qualsevol valor de
produccio de gel (x) entre 0 i 50 tones, el grafic ens mostra que és una funcio

continua
0000 i
25000 “’////Ji
|
20000 -~ :
i

15000 +

o000 -+

S0+

i K

o t t + +
1] 10 20 30 40 A0
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* La continuitat s’expressa en forma d’interval pels valors de x , a la vegada que
s’indiquen els tipus de discontinuitat si hi ha.

« Hi ha diferents tipus de discontinuitat:
- evitable,
- desalt
- asimptotica

i) Discontinuitat evitable. Graficament apareix com un “forat” a la grafica.
Ex:

Discontinuitat evitableen (-3,5)

ii) Discontinuitat de salt. S’indica el valor de la x on hi ha el canvi

Ex:
Ay
1</
1 1 1 1 Ix
- 5 1 2 3

Discontinuitat de saltenx =0

iii) Discontinuitat asimptotica.
EXx:

Discontinuitat asimptotica en x = 4 ( asimptota vertical )
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f) Creixement / decreixement. Maxim i minim relatiu i absolut.

Una funci6 és creixent en un tram, o interval de valors de X, si quan augmenta el
valor de x augmenta el valor de y. Una funcid és decreixent en un interval de
valors de x si quan augmenta el valor de x disminueix el valor de y.
Es adir,
donada la funcié definida a I’interval (a,b), si per a qualsevol parell de punts de
I’interval, de manera que x1 < X2, €5 compleix que:

- f(x1) < f(x2) la funcid és creixent a ’interval (a,b)

- f(xq) > f(x2) la funcio és decreixent a I’interval (a,b)

- f(x1) = f(x2) la funcié és constant a I’interval (a,b)

fib) |-
fB) [ 1

A 2hnujwsip

fla) - R ol fl@) - ¥ :

raumenta ‘ | aumenta x _ |
a b X a b X
Creixent en (a,b) Decreixent en (a,b)

Ex:

Creixent: (-oo,_?l) u(%,+oo)

Decreixent:( -1 , 1 )
2 2

Maxims i minims. Son punts on la funcié canvia el seu comportament. Una
funcio presenta un maxim en un punt si en ell passa de ser creixent a decreixent.
Una funcié presenta un minim en un punt si en ell passa de ser decreixent a

creixent.
Per altre banda cal diferenciar entre maxim/minim absolut i relatiu ( o local )

R

i En el punt on lay té el seu valor maxim diem
Meeelocal que hi ha un maxim global o absolut, mentre
que en el punt on lay té el seu valor més petit
diem que hi ha un minim global

Minimo local

Minimo global
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g) Concavitat / convexitat. Punts d’inflexio
Una funcio és concava en un punt si la recta tangent en aquest punt queda per sota
de la grafica de la funcid, i és convexa en un punt si la recta tangent queda per
sobre de la grafica.

Una funcio és concava en un interval si és concava en tots els punts de ’interval, i
és convexa en un interval si és convexa en tots els punts de I’interval. Els intervals

de concavitat / convexitat es defineixen respecte 1’eix x
EX:

Y

S

M |=——————————

Concava:(a,b)
Convexa: (b, c)

Els punts en els quals la funcio passa de concava a convexa o a la inversa reben el
nom de punts d’inflexié. En I’exemple anterior el punt d’inflexio sera P
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“Tendencies”. Introduccio al concepte de limit.
De vegades interessa estudiar el comportament d’una funcié f(x) quan s’aproxima a
determinats valors o quan la el valor de x augmenta o disminueix “infinitament”.

Ex: Sigui la funcio f (X)=—;

a)

b)

d)

X+1
X° —5x+6

Queé passa amb f(x) quan x augmenta indefinidament?

X y =f(x)
1000 0,001006024
100000 0,000010001
1000000 0,000001000

Els resultats ens indiquen que quan x augmenta indefinidament ( X — + o ) el
valor de la funcio tendeix a 0, f(x) =0

I quan f(x) disminueix indefinidament?

X y = f(x)
- 1000 - 0,000994024
- 100000 - 0,000009999
- 1000000 - 0,000001000

Els resultats ens indiquen que quan X disminueix indefinidament ( x — -0 ) el
valor de la funci6 tendeix a 0, f(x) =0

Queé passa amb la funcié (amb els valors de y ) quan x s’aproxima a 2?
Hem de diferenciar valors molt propers a 2 perd mes grans ( taula esquerra ), i
valors molt propers a 2 pero més petits ( taula dreta ).

X y=f(x) X y=f(x)
2,1 -34,44444444 1,9 23,36363636
2, 0001 -30004,00040 1,9999 29996,00040
2,0000001 -30000000,92 1,9999999 | 29999998,92
Quan ens apropem a 2 per la dreta Quan ens apropem a 2 per ’esquerra
el valor de y es fa molt i molt petit, el valor de y es fa cada vegada més
diem que f(x) tendeix a - gran, diem que f(x) tendeix a + o

Per tot aix0 en x= 2 tindrem una asimptota vertical

Si estudiem el comportament en a prop de x=3 també trobarem una asimptota
vertical.
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Graficament,

30

x+1

2
X -5x+6

flx)=

20

>
n
[ LX)

20 4

a0 4

=]
- o e o o o o e o e o Em R

I R I I
(=]
[=:]

Operacions amb funcions
a) Suma
b) Resta
c) Producte
d) Divisio
Es fan les operacions corresponents amb les formules

Composici6 de funcions
Donades dues funcions f: A — B i g: B — C, on la imatge de f esta continguda en el
domini de g, es defineix la funcié composicio (go f): A — C com (g o f)(x) = g[f(X)]

A—sB—95C

X FO) alf(x)]

Ex:
ffR—R g R—R
1
X —— X—>\/;
X
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Aleshores f g

1
X > —
X

v

< | =

(g ) = g[f (x)] = g[%] .

X |~

Ex: Sif(x)=x+3ig(X)= —X trobeu
X+ 2

a) (ge f)(4)=g[f(4)]=g[7]:%1:%
o = _ _ 3(X+3) _3X+9
b) (g f)(X)—g[f(x)]—g[x+3]_X+3+2_ o

+ Observacions:
a) L’expressio (g o f)(X) es llegeix “ f composta amb g”

b) En general g(f(x)) = f(g(X))
c¢) Lafuncid I : x » X rep el nom de funci6 identitat

Funci6 inversa o reciproca
S’anomena funcié reciproca o inversa de f una altra funcié que es designa per ! que
compleix la condicio segiient

Sif(a)=b« f1(b)=a

Per calcular f ! cal intercanviar la variable x per y ( y = f(x) — x = f(y)) i aillar la y de
I’expressio

Ex: Trobeu la funcio reciproca de la funcid f(x) =x3—1

fX)=x*-1 5x=y’-1-ox+1=y’ 5 y=x+1 > f *(x)=3x+1

* Observacions:
a) Les funcions f(x) i f  (x) verifiquen que :
(fofH)X)=1(x) > (fof)(x)=x

I(x) funcid identitat
(f o F)(X)=1(X) <> (f "o F)(X)=x

Ex: En el cas anterior
(fo £ 1) = F[2(0]= F[3x+1 =[x +1 ] ~1=x+1-1=x

(F o)) = F2[f (0]=f7x-1]= 13\/x3 +1—1J=§/F = X
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b) Les grafiques de f(x) i f* (x) son simétriques respecte a la recta y = x, es a dir,

respecte a la bisectriu del primer quadrant

/-/ /
-
-
é””’/
v=x .~

EI;I' = X -
Tipus de funcions
1. Polindomiques
2. De proporcionalitat inversa
3. Definides a trossos
1. Funcions polinomiques
La formula correspon a un polinomi
Funcions polinomiques de grau 0
Tipus Formula Grafic Pendent | Punts de tall Exemple
Constant | y=Db Recta horitzontal 0 (n°,b) y=2
recta horitzontal que
passa per (0,2) i (1,2)
Funcions polinomiques de 1r grau
Tipus Formula Grafic Pendent | Punts de tall Exemple
(0,b) y=3x+2
Afi y=ax+b -b 0 recta creixent que
(? 0) passa per (0,2) i
Recta obliqua -2 0
creixent sia>0 a (? 0)
decreixentsia<0
(0,0) y =-X
Lineal y = ax (1,a) recta decreixent que
passa per (0,0) i (1,-1)

Matematiques 4t ESO CT




* El pendent indica el grau d’inclinacié de la recta, quant més gran ¢és el seu valor absolut
més vertical és.

Funcio polinomica de 2n grau

Tipus Formula Grafic Vertex Exemple
Completa |y=ax?+bx +c¢ f(x)=x2-2x+1
Parabola parabola concava (a=1)
concavasia>0 -b amb vertexa (1,0)

convexasia<0 | ( 2a o)

Incompleta | y = ax? + bx y=-2x2+5
y=axt+c parabola convexa (a=-2)
amb vertexa (0,5)

* Per fer el grafic podem trobar els punts de tall amb els eixos i si no tenim prou dades
podem trobar altres punts del grafic i tenir en compte que una parabola és simétrica
respecte al eix vertical pel que passa el seu véertex.

Ex: Representeu graficament f(x) = x* + 2x - 3
Funcid polindomica de 2n grau

Parabola concava (a=1>0)
Punts de tall amb els eixos

X=0 y=02+2.0-3=-3 (0,-3)
_1 10
y=0 0=x2+2x-3] " x0)
X=-3 (=3.0)
b 2
v=(22, . V=(Z2, . )=(-1,-4
(G2, ) G2.=(1,4)

f(-1) = (-1’ +2 (-1) -3 =-4
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2. Funci6 de proporcionalitat inversa

Férmula Grafic Exemple
_k Hiperbole _ 2
T x a 1r i 3r quadrant si k>0 Decreixent T X

ambke|R | @ 2n i 4t quadrant si k<0 Creixent hipérbole decreixent

* Per fer aquests grafics fem una taula de valors tenint en compte que en x=0 hi ha una
asimptota vertical

Ex:f(x)zﬂ
X
X|-4|-2 -1 1] 2] 4
y Al 241421
(1.4)
(2,2)
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3. Funcions definides a trossos
Son funcions on la férmula varia segons els intervals del domini.

EX:
2xX + 8 Si X<-3 i)
f(x) = x*-7 Si -3<x<2 i)
2 Si 2 <X iii)

Es tracta de dibuixar cada funcié i després mantenir el grafic en ’interval corresponent. Es
important trobar els punts finals i inicials de cada tram si és possible ( *)

)

y=2x+38

Recta creixent (pendentm=2>10)
Punts de pas: (0,8),(4,0), (-3,2)

y=x2-7
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i )

y=x2-7
Parabola concava (a=1>0)
-b -0
V=(—,..)=(—,...)=(0 ,-7
(g )= G )=(0.-7)

x=-3 y=(3°2-7=2  (-3,2)*
x=2 y=22-7=-3 (2,-3)*

El grafic resultant sera

y =fix)

¥4
y=2
I[JE X
x={-3 X|= 2
N\ J
Y
y=2
Recta horitzontal
(2,2)
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