TEMA 7 : GEOMETRIA A L’ESPAIL. VECTORS

Vectors a ’espai

V4 AB
A=(aya,a3)
B = (b, by, b3)
asf---- A= (an, a,a3)
i AB =(b, —a,,b, —a,,b; —ay)
2z Y —
L 4B = (b ~a,)* + (b, = a,)* + (b, ~a,)
ay’
X

* Observacions:
- Dos vectors equipol-lents tenen els mateixos components
- Vector lliure: conjunt de tots els vectors equipol-lents entre ells
- Vector posicié: d’entre tots els equipol-lents el que te ’origen a ’origen de
coordenades i I’extrem a les components del mateix

Operacions

a) Suma

b) Producte per un escalar
kv = (kv kv,, kv,)

v 1 kv tenen la mateixa direccio
Si k>0 el mateix sentit 1 amb k<O el sentit contrari

¢) Vector unitari: u
__V
U=
i




Espai vectorial

Conjunt de vectors a I’espai: V3
Espai vectorial: ( V, +, ¢ ), es a dir V3 més les operacions amb les seves propietats
Combinaci¢ lineal de vectors

Donat {\71, Vs,

vectors

,ﬁn} d’un espai vectorial V, anomenem combinaci6 lineal d’aquests
Ay, + Ay, +..+Ay,  (on AO|R)

El vector v és combinacio lineal de v,,v,,...,v, siexisteix A, 4,,...,4, tal que

Ex: El vector v=(5, -6, 2 ) és combinacio lineal de v,=(2,-4,1)1 v,=(1,2,-3)?

V=Ay, + A,

5=A2 + A1
6= A(4)+ A2
2=A1 A3

5:

20+ A 10=4 A +2 A,
6= -4A + 24, 6=-4A +2 A,

4= 44,
A, =1
A =2
2=MN1 + A,(-3)
2=1-1+2-(3) No
Dependéncia 1 independeéncia lineal de vectors
V,,V,,...,v, son linealment independents si
AV, + A0, +..+Av =0 = A=A =..=A =0

* A I’espai el nombre maxim de vectors linealment independents son 3



Ex: Els vectors v,=(2,-4,1), v,=(1,0,-2), v;=(-3,2,-1)1iv,=(-7, 14, 8 ) son
linealment independents?

Com estem a V3 han de ser linealment dependents

V,=(-7.14,8)
V, = A, + A5, + A,

=T7=A2+ A1+ A,(-3)

A =-3
14=A(-4)+A,0+ A2 A,=2
=8 =A1+A,(-2)+ A, (-1) A=1

* Rang d’un conjunt de vectors és el nombre maxim de vectors linealment independents

Ex: Quin és el rangde v,=(1,1,0), v,=(-1,-2,-5), v;=(3,4,5)?

1 1 0 1 1 0 1 0
b+

-1 -2 -5 - 0 -1 =-5| - F,+F, |0 -1 =5
F,=3F,

3 4 5 1 5 0 0 O
Rang =2

Son linealment dependents

* Tres vectors son linealment independents si el determinant de les seves components és
diferent de 0.

Ex: Son linealment independents v,=(1,2,-3), v,=(2,3,-1), v;=(1,0,-2)?

Es pot comprovar per determinants

1 2 1
2 3 0]=1320
-3 -1 =2

Son linealment independents



* Tres vectors son linealment dependents si pertanyen al mateix pla, el qual esta definit
per dos vectors linealment independents.

Ex: Els vectors v,=(2,3,-1), v,=(4,6,-2), v;=(1,2,4) formen un pla?

Com v,= 2 v, podem dir que els vectors son linealment dependents i que
pertanyen al mateix pla, a més com Vv, no és combinacio lineal de v, podem dir que
aquests vectors defineixen un pla

Bases d’un espai vectorial

Una base esta formada per vectors linealment independents, de forma que qualsevol
vector es pot obtenir com a combinacid lineal d’aquests. A I’espai, el nombre de vectors
d’una base sera de 3, per aquest motiu tres vectors linealment independents formen una
base a V5.

De totes les bases possibles, la formada pels vectors unitaris que tenen direccions
coincidents amb els eixos de coordenades i sentits positius a aquests ¢és la base canonica

e, =(1,0,0)
ézz(oa 150)
g3=(0505 1)

= (v, v,,3)
€ =v Lg +v, L&, +v, [&

Q
o

<
<l <l

Si els vectors de la base son perpendiculars entre si €s una base ortogonal. Si son
perpendiculars entre si i el modul és 1 és base ortonormal.

Ex: Per quins valors de a els vectors u=(1,1,1), v=(1,a,1)1 w=(1, 1, a) formen
una base?

11 1
1 a 1=a>-2a+1%20 a#zl
1 1 a

Per a# 1 els vectors formen base ja que son tres
vectors linealment independents



Producte escalar

ulv=ulv, +u, v, +u,lv,

ii  =|ii| (¥ [os(ii, V)

* Observacions:
- Dels dos angles possibles sempre agafem el més petit
- Siun dels vectors és 0 no podem parlar d’angle si be v [0=0
- ulv e ulv=0(uivson ortogonals )
- Interpretacié geométrica

ii & =|ii| V| Cos(ii, V)

u ! cos(u,V) :—fi v
| IS
] v >
0 P cos(u,Vv) =O—f)
u
lii 3| =|v|OP

El valor absolut del producte escalar de dos vectors és igual al modul d’un dels
vectors per la projeccid ortogonal de 1’altre sobre la direccié del primer

Ex: Sabem que els punts A =(2,3,4),B=(7,6,2)1C formen amb ’origen de
coordenades un paral-lelogram. Trobeu les coordenades de C i determineu els angles
del poligon

Yy
OA i CB son equipol-lents
C=(xyz)
(2,3,4)=(7=x, 6-y, 2-z)
A
z C=(513"-2)
B
C
OA =(2,34)
OC =(5,3-2)
COS(O—A’a/g): OALOC _ 11
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Ex: Donat v =( 2, 3, -4 ) calculeu:
a) la seva projeccio ortogonal sobre w=(-1,2, 1)

|V Gi| = | (OP
op= 4

e
b) el valor de t per tal que v sigui perpendiculara u=(t,-2,3)
viu=0

2-443-(-2)+(-4)-3=0
t=9

c) angle que forma v amb el semieix positiu de les abscisses
e=(100)
2

cos(e \7)=—él[‘7 =
U falml V29
a=0682°

Producte vectorial
Donats dos vectors # 1 v el seu producte vectorial és altre vector amb direccio
perpendicular als donats i el sentit el corresponent a girar de u a v

@ 7| =i ¥ GBina

A

Uxy




El producte vectorial es pot expressar amb un determinant

Ex: Calculeu el producte vectorial de u=(1,2,3)iv=(-1,1,2)

=22 =13 + 1k = (=1)2k —12:j =134 =7 +5/ -3k

<)

X

<l

1

—_— ]
—_— N .
N W Y

-1

Ex: Donats els vectors & =3/ — j + kiv=i + ]+ k , trobeu el producte vectorial

d’aquests vectors. Comproveu que el vector trobat és ortogonal a u 1 v.

i J ok
ixv =3 -1 1|=-2i -2j+4k

1 1 1
@ xv) D (2,2,4)(3,-1,1)=-6+2+4=0
@ xv) Ov (2,2,4)(1,1,1)=-2-2+4=0

Aplicacions:
a) Area del paral-lelogram

Geometricament, el modul del producte vectorial de dos vectors coincideix amb
’area del paral-lelogram que té per costats aquests vectors

A= O = |il¥]sin @ =i 7]



Ex: Donats els vectors = ( 3, 1, -1 )i v= ( 2, 3, 4 ), trobeu l’areca del
paral-lelogram donat pels vectors u 1 v

—

! } k
Txv-f 1 1‘; 41‘3 e Yr-7i-14747K
2 3 4

A = }Ux E‘ 724142 + 72 = 2042

b) Area d’un triangle

4=Ljixs
2




Ex: Determineu 1’area d’un triangle amb vertexs als punts A = (1, 1, 3), B= (2, -1,5)
1C=(-3,3,1).

AB =(1,-2,2) AC = (-4,2,-2)
i J ok
w=ABxAC=[1 -2 2|=
4 2 -2
‘2 27-_‘1 2}+‘1 2l _oi-67 -6k
2 =2 |4 =27 |-4 2
w = (0, -6, -6

| = \/02 +[-6) +(-6)7 = 642

A= %-6@: 32 ?

Producte mixta
El producte mixta de tres vectors #, v i w és igual al producte escalar del primer
vector pel producte vectorial dels altres dos

— — — —

[u,v,w - u-[vij

El producte mixta de tres vectors €s igual al determinant que té per files les
coordenades dels vectors respecte a una base ortonormal

U U, U
[u,v,wj = v, v, Vv,
W, W, Wi



Ex: Calculeu el producte mixta dels vectors

u=(2-1,3) v={0,2-5 w-=(l,-1,-2)

i 7K
vXw=0 2 -5=-9-5j-2k
1 -1 -2

— = —+

u-(vxw)=(2,-1,3)(-9,-5-2)= -18+ 5- 6 =-19

Aplicacions
a) Volum d’un paral-lelepipede
El valor absolut del producte mixta representa el volum del paral-lelepipede amb

arestes de tres vectors que coincideixen en un mateix vertex

Ex: Trobeu el volum del paral-lelepipede format pels vectors

u=-(3-25) v-(22-1) w-=(-4532)

3 2 5
V{E},{F,E]: 2 2 _1/=914°
4 3 2

b) Volum d’un tetraedre

El volum d’un tetraedre és igual a % del producte mixta, en valor absolut

v U, U

1
—|¥1 V: Vi

V:

W, w, W,

Ex: Calculeu el volum del tetraedre amb vertex als punts A = (3, 2, 1), B=(1, 2, 4),
C=(4,0,3)iD=(1,1,7)

—

A

(1-32-2,4-1)

(-2.0,3)

—

A

(4-3,0-2,3-1)=(1,-2,2)



AD ={1-31-2,7-1)=(-2,-1,6)

3
2 0 3
[[},E,E} 1 -2 2/=24-3-12-4-5
2 1 6
v=lg5_3,
6 6



