TEMA 8 : Derivades

Taxa de variacié mitjana

Af _f(ath)-f(a) _ f(a+h)-f(a)
DX (a+h)-h h
mitjanai significa la variaci6 relativa de f en relaci& &n I'interval (a, & h)

, S‘anomenataxa de variacio

El quocient

fla+h) 4

Graficament és la pendent de la
[fa)+n}-i(a) recta que passa pels punts
P (a, f(@)) i Q(a+ h, fa+ h))

f{a) s

Ex: Un hivernacle esta destinat al conreu de tomt@guSabem que les tomaqueres
nomeés produeixen fruits si la temperatura dinv&hiacle esta entre 15°C i 40°C. En el
grafic segient es mostra la produccio de tomaeretkg segons la temperatura del
hivernacle.

y

900Kg |

I I I X
15°C 30°C  40°C

Si la temperatura esta entre 15°C i 29°C, diguesacgera la variacio que experimenta
la produccié quan la temperatura augmenta 1°C.

Per calcular la variaci6 em de trobar I'equacié d recta que conté el segment de
grafic que representa la produccié (y) des de valde x de 15 a 30°C. Aquesta recta
passa pels punts (15,0) i (30,900)

y=ax+bh
(15,0) 0=15a+ 0=-15a -b
(30,900) 900 = 30a + 900= 30a+hb
900 = 15a a=60 b =-900

y = 60x — 900 per 15<x 30



Per calcular com varia la produccié quan augment2Clla temperatura es calcula la
taxa de variacié mitjana

f(30) - f (6) _ (6030-900 - (6016-900) _ -

TVM((1630]) = 30-16 30-16

Es a dir, per cada °C de temperatura que augmentaaiest interval, la produccio
augmenta en 60Kg.

Derivada d’una funcié en un punt

M _. fath)-f(a)
Ellimit, |jm=-=lim -
h-0 h-0

la funci6 f en el puntpe= a i es designa per f'(a).

, Si existeix i és finit s'anomerderivada de

Graficament f'(a) significa el pendent de la rei@agent a la grafica de f(x) en el punt
d’'abscissesx= a

fla+t) 4

f(a) ¢

f(a) =tga
» Siexisteix f'(a) es diu que f @erivable en x=a
Ex: Si f(x) = ¥ trobeu la derivada ey x 1
o - f@A+h)-f@ _,. (@+h?*-21> .. 1+2h+h*-1 _ . h@2+h) _
'@ =lim =lim——=1i =lim——F—=2
h-.0 h h-.0 h h-.0 h h-.0 t

Funci6 derivada. Derivades successives

» Siunafuncié f és derivable en tots els punts derval | = (a,b), la funcié:

f. X > f»s’anomenduncio derivada de f

« Sif és derivable, la seva derivada f’ s’anomessgona derivada de f, i aixi
successivament, es defineixen "V f ..., f (derivada tercera, quarta,.... n-
essima)



Ex: Donada la funcio f(x) = 5x 2x

f(x+h) - f(x) _ 5(x+h)—(x+h)2—(5x—x2):

- £/ =|j '
hm—, iy h
. Bx+5h-x*-2xh-h?>-5x+x*> . —h?-2xh+5h _
li =i =
h-0 h h-0 h
— 2_
li h(-h 2X*D) - ox+5 - f'(X)=-2x+5
h-0 h
rx Lt f'(x+h)-f'(x) _ -2(x+h)y+5-(-2x+5) _
* ) =lim =lim =
h-0 h h-0 h
—2x-2h+5+2x-5 . —2h )
li =lim——=-2 - f"(x)=-2
h-0 h hoo N
f'"(x+hy-f"(x) _,. -2+2
") =]im (x+h) ()=||m =0 - f"(x)=0
h-.0 h ho N
efV=..=fM=0

Reqgles de derivacio

Operacions amb derivades

Funcié Derivada Quocient
Producte per un nombre y= u y= u'lv-ulv
v v?

y=klu y'=kIlu'

Suma. i resta Composicio. Regla de la cadena

y=u(v(x) | y=u(v(x)Iv(x)

y=utv-w | y=u+vVv-w

Producte

y=ulv y'=u'lv+ulVv

Calcul
a) Derivades de les funcions elementals o immeslidtab 'ajut de la seguent taula
podem calcular derivades de funcions tenint en ¢tees regles de derivacié anteriors.

b) Derivades de funcions exponencials compostesfarttions del tipus (x)°* o u".
c) Derivades de funcions en forma implicita



a) Derivada de les funcions elementals

TAULA DE DERIVADES

Funci6 | Derivada | Exemples | Exemples ( regla de la cada )
Constant
y=k | y=0 ly=8 |y=0
Identitat
y=x ly'=1 ly=x [ y=1
Funcions potencials
y=x" | y=mx™ |y=x" | y=5x" | y=(2+1f | y=30fx? +1)f @x
y=vx |y 1 fy=dx | L | y=4sx ym 2

24x 24 24/5x
y=tx | -1 y=%x | -1 y =%/3x2 - 6X

W N 5 i/(3)(2)4
Funcions exponencials
y= e* y'= e* y= e* y'= e* y= e3><2+1 y'= 6xe3x2+1
y=a* y=a*lnha |y=3 y'=3*0n3 | y=5%"* y'=306>*0n5
Funcions logaritmiques
y=Inx 1 y=Inx 1 y=|n(x2+7x) L 2X+7

y=— y=— )

X X X" +7X

y=log x y:71 y=logx y= 1 y= Iogz(5x+ 7) y'= 5
x(Iha xha bx+7)dn5
Funcions trigonometriques
y =sinx | y'=cosx y =sinx | y'=cosx y =sin5x y'=5[cosbx
Yy=CoX | y'=—sinx | YZCOX | y'=—sinx | y=cos3x’ y = —6x[$in3x>
Y=9% | y=q4tg?x | YTOX | y=14igix | Y=1O7X y=(@+g*(M)T
_ 1 1 y= 7

cog x coéx cod(™)

y=arcsin 1 y=arcsin y= 1 y = arcsinx? . 2X
1-%° 1-x° 1-(x*)?
y=arcco -1 y=arcco -1 y = arccosx o -3
1-x2 1-%° 1-(3%)*

y=arctg y'= 1 y=arctg y'= 1 y = arctg 3x y'= 3

1+ x? 1+ x? 1+ (3x)°




b) Derivada de funcions del tipus y = u

Per trobar la derivada d’un funcié del tipus y's cal prendre logaritme a totes dues
bandes de la igualtat:

y=u’

Iny=Inu’

Iny =v:Inu
Derivem

sz'[[hu+vd“l—l - y'=(v'[[hu+vd“l—lj[y
y u u

Ex: Trobeu la derivada dg = (?>X2 - 5)Sinx

y= (3)(2 _ 5)sinx
Iny= In(3x2 —S)Si”X
Iny =sinx E[]n(3x2 —5)

Y = cosx On(3x* —5) +sinx[—l67x
y

(3x* -5)

. 6X
'=| cosx[n(3x? -=5) +sinx3———
’ ( &9 (sxz—s))j[y

y'= (cosx [n(3x2 —5) +sinx G(s (ZSX 5)] Eﬁ3x2 B 5)sinx
X —_

c) Derivada de una funcio implicita

Unafuncié s’anomenamplicita quan esta definida de la forma F(x,y) = 0 en tleda
forma habitual (y = f(x))

Per poder derivar una funcié implicita només cak&vir la regla de la cadena, i tenir
present que en el cas de la variable independges (@eriva directament i pel que fa a
la variable dependent (y) s’ha de considerar quamaguncio que depén de la variable
independent i per tant cal aplicar la regla dealdena ( cal posar y’)

Ex: Troba la derivada de la funcié implicita®:#4y* + 5xy + ¥ + x + y =0
3y +2y-y + 5y +5x.y +2x+1+y =0

-oy-1
3y + 2y +5x +2x+1

Y(3y? + 2y + 5x + 2x + 1) = -5y -1> y'=



Derivades laterals d’una funcié en un punt

« S’anomenalerivada per I'esquerrae f en el puntx= a i es designa pefr_(a :)

: . f(a+h-f(a
£ (@)= fim @ =1@
h-0" h
+ S’anomenalerivada per la dretale f en el puntx= a i es designa pefr, (a : )
: . f(a+h)-f(a
@)= fjm @@
h-0" h

« fésderivableenelpungxa~ f_(a) = f,(a)

Aquest fet cal tenir-ho en compte quan treballerb &mcions definides a trossos.

Estudi de la derivabilitat d’'una funcio

Si una funcio és derivable en un punt, necessanaésecontinua:

Derivabilitat— Continuitat
No continuitat— no derivabilitat

Continuitat &+ Derivabilitat

Si suposem gque una funcié f és continuagfjaxque si no és continua no és derivable),
Si:

0F'(%)
i f'(x)=f'(x;)= Of'(x,), lafuncié éslerivable en x
0f'(x)

X Six=<2
Ex: Estudieu la derivabilitat de la funcidf (x) =

3Xx—-2 six=2
a) Continuitat

¢ six<2— f(x) = — polinomi— continua i derivable
e six>2— f(x) = 3x — 2 polinomi— continua i derivable
e Six=2

lim fC)=limx* =4
X-2" X-2"
Olim f(X) =4 — f és continua en x = 2

X2

Iimf®¥=lim®@x-2)=4
x-2F x- 2%

f(x) és continua en |R



b) Derivabilitat

2X Six=<2
f'(x) = .
3 six=2

f‘. (2)=4 [1f'(x) — f no és derivable en x =2
f.(2)=3

f és continua en |R i derivable &h-{2}

Ex: Calculeu m i n perque la funcio seguent siguivéible en =1

x> =5x+m six<l
f(X) ) .
-X“+nx six>1

Si f és derivable en x =4 f és continuaen x=1

Continuitat —» lim f(x) =lim f(x) = f (1)
x-1" x-1"

lim f ) =lim (x* -5x+m=m-4
X-1" X-1"

m-4=n-1
lim 09 =lim (-x*+nx)=n-1
x-1"

x-1"

Derivabilitat — f," @) = f," @)

2Xx-5 six<l1
f'(x)= .
-2X+n six>1

== } _3=n-2.n=-1 > M—d4=-l—m=2



