TEMA 8 : Derivades

Taxa de variacid mitjana

Yy _Jjarh)-j@ _flarh —f(a), s’anomena taxa de variacio
(ath)—h h
mitjana 1 significa la variaci6 relativa de f en relaci6 a x en I’interval (a, a+ h)

El quocient

fa+h) ¢

Graficament és la pendent de la
[f(a)+h]-f(a) recta que passa pels punts
P (a, f(a)) 1 Q(a+h, f(a + h))

fla) ¢

Ex: Un hivernacle esta destinat al conreu de tomaquets. Sabem que les tomaqueres
només produeixen fruits si la temperatura dins I’hivernacle esta entre 15°C 1 40°C. En el
grafic seglient es mostra la produccié de tomaquets en Kg segons la temperatura del
hivernacle.

y

900Kg |

| | | X
15°C 30°C  40°C

Si la temperatura esta entre 15°C 1 29°C, digues quina sera la variacié que experimenta
la produccié quan la temperatura augmenta 1°C.

Per calcular la variacio em de trobar [’equacio de la recta que conté el segment de
grafic que representa la produccio (v) des de valors de x de 15 a 30°C. Aquesta recta
passa pels punts (15,0) i (30,900)

y=ax+b
(15,0) 0=15a+b 0=-15a -b
(30,900) 900 = 30a + b 900 = 30a +b
900 = 15a a=60 b=-900

y =060x— 900 per 15<x<30



Per calcular com varia la produccio quan augmenta 1 °C la temperatura es calcula la
taxa de variacio mitjana

TVM ([16,30]) = S(30) - f(16) _ (60:30 ~900) ~ (6016 —900) _
30-16 30-16

Es a dir, per cada °C de temperatura que augmenta en aquest interval, la produccio
augmenta en 60Kg.

Derivada d’una funcic') en un punt

El limit, hm 1 Slath ()
S0 h h
la funcio fen el punt x) = a i es designa per ’(a).

, S1 existeix 1 és finit s’anomena derivada de

Graficament f’(a) significa el pendent de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt
d’abscisses Xxo = a

fia+h) 4
f(a) fa)=tga
* Siexisteix f'(a) es diu que f és derivable en xy = a
Ex: Si f(x) = x* trobeu la derivada en x, = 1
o fA+R)-fQ) . (A+R) -1 . 14+2h+h - lz(2+h) _
f'O=11m =llm——,—=lim =lim =2
h-0 h h-0 h h0 h

Derivades laterals d’una funcid en un punt

» S’anomena derivada per I’esquerra de fen el punt xo = a i es designa per 1 (a):
! . ath)-f(a
- i L@t =@
heat h
» S’anomena derivada per la dreta de fen el punt xo = a i es designa per f,(a):
, . ath)-f(a
F@= i L@@
h-0* h
» fésderivableenelpuntxp=a < f (a) = f,(a)




Funcio derivada. Derivades successives

* Siuna funcié6 f és derivable en tots els punts d’un interval I = (a,b), la funcio:

f: x »  {(x) s’anomena funcio derivada de f

* Si f és derivable, la seva derivada f*’ s’anomena segona derivada de f, i aixi
. . \Y4 .
successivament, es defineixen £°°, fV, ..., o (derivada tercera, quarta,.... n-
€ssima)

2

2

Ex: Donada la funci6 f(x) = 5x — x

vyt JOEERD - f() L SR = (x+h)? —(5x—x7) _
* /'™ =lim , =lim P =
h-0 h-0
. Sx+5h—-x*-2xh-h*>-5x+x> .. —h*-2xh+5h _
lim =lim =
h-0 h h-0 Il
— 2 —
HmP =2t - hews L pa)=-2c+s
30 h
ney i S XER) = 1) . Z2(x+h)+5-(2x+5) _
* /") =lim P =lim : =
h-0 h-0
=2x=2h+5+2x-5__.. -=2h "
lim =lim— =2 - f'(»=-2
h-0 h ho0 ’l
. "(x+h)- " (x . —2+2 "
h-0 h ho0 h
e V== f"=0
Regles de derivacid
Operacions amb derivades
Funcio Derivada Quocient
Producte per un nombre y= u )= u'lv—uly
== =
yv=klu yv'=klu' v v
Suma i resta Composicio. Regla de la cadena
YUtV |y by yEu ) |y = (@) ()
Producte
y=uly y=u'lv+uly




a) Derivada de les funcions elementals

TAULA DE DERIVADES
Funcio \ Derivada \ Exemples | Exemples
Constant
y=Fk [y'=0 [y =8 [y'=0
Identitat
y=x Ly’ =1 ly=x | y=
Funcions potencials
y=x" | y=mGm =2 py=Eset = +) | y=area +1) @x
y:\/; — 1 y:\/; y'= 1 y:,lsx — 5
2x 2x 24/5x
y=2x 1 y=x 1 y =3¢ . bx
Y= y= V="
mm xm—l 55 x4 5 (3x2)4
Funcions exponencials
y =e" y': e’ b% =e" y': e’ y:e3x2+1 yv:6xe3x2+1
y=a' y'=a'lna | y=3" y'=3"mn3 | y=5"" y'=303""0n5
Funcions logaritmiques
y=Inx 1 y=Inx ,_ y:]n(x2+7x) o 2x+7
y == y == )
X X x"+7x
y=log x y= 1 y=logx y= 1 y =log, (5x + 7) = 5
xha x[Iha (5x+7)0n5
Funcions trigonométriques
y=sinx | y'=cosx y=sinx | y'=cosx y =sinSx y'=5[cos5x
Y =C08X I y'=—sinx Y ZC0SX 1 y'=—sinx | y=cos3x’ y = —6x [8in3x’
VI | y=l4gix | YT | y=l4igdx | yTIgTx y=(1+tg (7)1
o1 - | y= 7
cos’ x cos x cos(7x)
y=arcsim y= 1 y=arcsim y= 1 y = arcsin x> . 2x
1-x° 1-x J1=(x%)?
y=arccos | ] y=arccos | ] y = arccos3x , -3
Y= Y= Rl
1-x° 1-x° J1-(3x)*
y=arctg | ] y=arctg | ] y = arctg 3x _ 3
T T YT Gy




b) Derivada de funcions del tipus y =u"

Per trobar la derivada d’un funci6 del tipus y = u", cal prendre logaritme a totes dues
bandes de la igualtat:

y=u"

Iny=Inu"

Iny=vinu
Derivem

Loy +vEs - y'=(v'[ﬂnu+vd4—j@/
y u u

Ex: Trobeu la derivada de y = (3 X2 - 5)5“”
y= (3x2 _S)Sinx

Iny= 1n(3x2 _5)sinx

Iny =sinx []]n(3x2 - 5)

1

Y = cosx In(3x> — 5) +sin x oo

y (3x* - 5)
y'=| cosx On(3x*> —5) +sin x Elfix K%
(3x° -5)

yv: (Cosx D]n(3x2 _5) +sinx G(3 ?x 5)] [(3)62 _ S)Sinx
x? -

¢) Derivada de una funci6 implicita

Una funcio s’anomena implicita quan esta definida de la forma F(x,y) = 0 en lloc de la
forma habitual (y = {(x))

Per poder derivar una funcié implicita només cal fer servir la regla de la cadena, i tenir
present que en el cas de la variable independent (x) es deriva directament i pel que fa a
la variable dependent (y) s’ha de considerar que €s una funcié que depén de la variable
independent 1 per tant cal aplicar la regla de la cadena ( cal posar y’ )

Ex: Troba la derivada de la funcié implicita : y° + y* + 5xy + x> +x +y=0
3%y +2yy + 5y +5xy +2x+1+y =0

-Sy-1
3y> +2y +5x +2x +1

VGRY +2y+5x+2x+1)=-5y-1 — y'=



Estudi de la derivabilitat d’una funci6

Si una funcio és derivable en un punt, necessariament és continua:

Derivabilitat — Continuitat
No continuitat — no derivabilitat

Continuitat 4 Derivabilitat

Si suposem que una funcid6 f és continua en x¢ (ja que si no és continua no ¢és derivable),
si:

O/ (xy)
i f'(x))=f'"(x))= 0Of"(x,), lafuncié és derivable en x,

O7'(x5)

X Six <2
Ex: Estudieu la derivabilitat de la funci6: f(x) =
3x-2 six=22

a) Continuitat

o six<2— f{x) =x" — polinomi — continua i derivable
* six>2— f(x) = 3x — 2 polinomi — continua i derivable
e six=2

lim /() =limx" =4

x-2" x-2"

Olim f(x) =4 — fés continua enx = 2
lim/®=limGx-2)=4|

+ +
x-2 x-2

f(x) és continua en |R

b) Derivabilitat
) 2x six <2
X =
3 six>2
f(2)=4

, O1'(x) — fno és derivable en x = 2
/+(2) =3}

fés continua en |R i derivable en R —{2}



Ex: Calculeu m i n perque la funcié segiient sigui derivable en xo = 1

x> =5x+m six<l
o

x> +nx six>1

Si f és derivable en x = 1 — fés continua en x = 1

Continuitat — lir{} S(x)=1lim f(x) = f(1)
X — x-1

Hm/®) =lim©&’ -5x+m=m-4
x-1" x-1

m—4=n-1

limf(x) =lim(-x>+nx )=n-1

x-1 x-1*

Derivabilitat — (1) = f," (1)

2x=5 six<l

-2x+n six>1

f'(X)={

fL=-3

fe@=n=-2

} -3=pn-2 > n=-1 —>

m—4=-1-1—->m=2



