TEMA 8. PROBABILITAT

Experiments deterministes i aleatoris.

Un experiment és determinista quan sabem el que succeira abans de fer-los. Ex: quan
deixem una bola de plom sobre la superficie de I’aigua i observem si s’enfonsa, ja
sabem que ho fara.

Un experiment aleatori E és aquell del qual es coneixen tots els resultats possibles, si be
no es pot predir quin d’ells s’obtindra, i que el podem repetir en les mateixes condicions
totes les vegades que vulguem. Ex: en llangar un dau a I’aire, sabem tots els resultats
que podem obtenir perd no estem segurs de quin sortira.

Qualsevol problema de probabilitat esta associat a un experiment aleatori.

Conceptes de probabilitat:

Ex:

Esdeveniment elemental. Es cadascun dels possibles resultats d’un experiment
aleatori E;

Espai mostral Q, és el conjunt de tots els esdeveniments elementals associats a
un experiment aleatorti;

Esdeveniment compost, és la unio d’esdeveniments elementals;

Esdeveniment impossible o @, és un esdeveniment que no es produeix mai;
Esdeveniment segur, és el que es produeix sempre i coincideix amb 1’espai
mostral;

Espai d’esdeveniments S, és el conjunt de tots els esdeveniments elementals i
compostos associat a un experiment aleatori;

Esdeveniment contrari o complementari a A 0 A és el format per tots els
elements de Q que no pertanyen a A.

=]

Experiment aleatori: Extreure una bola d’una bossa que conté
quatre boles numerades de I’'1 al 4

Esdeveniments elementals: Hi ha quatre,
Ay = {1} o { que surti la bola amb '] }
A, ={2} o { que surti labolaambel 2}
Az = {3} o { que surti la bolaamb el 3 }
Ay ={4} o { quesurti labolaambel 4}




Espai mostral: 2={1223,4}

Esdeveniment compost: {1,2}o{quesurtilo?}
{1,3}o{quesurtilo3}
{1,4}o{quesurtilo4}
{2,3}o{quesurti2o 3}
{24}o{quesurti2o4}
{3,4}o{quesurti3o4}
{1,23}o{quesurtilo203}
{1,24}o0{quesurtilo204}
{2,34}o0{quesurti2o 304}
{1,234}o0{quesurtilo20304}0Q

Esdeveniment impossible: @ = {que no surti ni 1, ni 2, ni 3 ni 4}
Esdeveniment segur: {quesurtil, 2, 304} 0o Q
Espai d’esdeveniments: S = {0, A, Ay Az A4{1,2},{1,3},{1,4},

{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4}{2,3,4},22}

Esdeveniments contraris: A ={quenosurtil}o{quesurtil,203}

e Per calcular I’espai mostral associat a un experiment aleatori el diagrama d’arbre és
molt utilitzat.

Ex: Quin és I’espai mostral associat a E = { llancament de dues monedes }
cara =» cara cara
cara <
CrEU =3 cara creu
<cara —3 Creu cara
Creul

Creu —» creu creu

Quatre esdeveniments elementals,
E={cara cara, cara creu, creu cara, creu creu}



Operacions amb esdeveniments

i) Unid. Donats dos esdeveniments A i B, s’anomena uni6é o AUB, a
I’esdeveniment que es verifica quan es dona A 0 quan es dona B.

Q

ii) Interseccid. Donats dos esdeveniments A i B, I’ interseccio o ANB, €s
I’esdeveniment que es verifica quan es dona A i es dona B.

Q

iii) Diferencia. Donats dos esdeveniments A i B, la diferéncia o A — B és
I’esdeveniment on es dona A pero no es dona B.
Ex: En llancar un dau tenim dos possibles esdeveniments,

A = { obtenir un nombre parell } ={2,4,6 }
B = { obtenir un nombre majora4 } ={5,6}

AUB={2,4,56}

ANB={6}
A-B={24}
B-A={5}

e Dos esdeveniments A i B,

son compatibles si ANB # @, es a dir, si es poden donar a la vegada
son incompatibles si ANB =@, sino es poden donar a la vegada



e Propietats:

. uni6 Intersecci6
_ AVE=8UA AmB=BmA
Bt 1o (ruCY=(AUuBYUC ANBACY=(ANBYNC
Idempotent AUA=A AnA=A
Simplificacio AU(BEN AY =4 An(BuAd)=4
BEHBIER 1 (2~ Y= (AU BN (ALY AN(BUCY=(AN BYIU(ANC)

S o Py

Absorcié AUE=EF AND =@

Totes aquestes propietats fan que el conjunt d’esdeveniments associats a un experiment
aleatori constitueix una algebra de Boole. En 1’algebra de Boole anterior es verifiquen
les lleis de De Morgan:
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Probabilitat d’un esdeveniment

La probabilitat, P, és una funcié que associa a cada esdeveniment d’un experiment
aleatori un nombre entre 0 i 1, i que mesura la facilitat que es doni aquest esdeveniment.
Aixi, per un esdeveniment A,

0<P(A)<1

Propietats:
- P (esdevenimentsegur)=1, P(Q)=1
- P (esdeveniment impossible)=0,P (@) =0

Ex: Fem un experiment aleatori consistent en agafar, a |’atzar, una bola d’una bossa on
hi ha 4 boles de la mateixa mida i pes, pero de color diferent: blanc, vermell, blau i
verd.

a) Quin és I’espai mostral?

Q = { bola blanca, bola vermella, bola blava, bola verda }
b) Descriu un esdeveniment segur i un impossible

Esdeveniment segur: A = { agafar una bola que no sigui groga }
Esdeveniment impossible: B = { agafar una bola negra }



¢) Trobeu la probabilitat assignada a cada esdeveniment elemental

Com les quatre boles tenen la mateixa mida i pes, la probabilitat d 'agafar una
bola d’un color o un altre és la mateixa. Aixi, hem de repartir la probabilitat
total, que és 1, entre els esdeveniments elementals.

P(blanca) = P(vermella) = P(blava) = P(verda) = %

Calcul de probabilitat. Regla de Laplace
En un experiment aleatori regular, on tots els esdeveniments elementals son
equiprobables, la probabilitat d’un esdeveniment A és:

n° de casos favorables
n° de casos possibles

P(A) =

Ex: Tenim cinc boles d’igual pes i mida en una bossa: 1 verda, 2 blaves i 2 grogues. Si
es treu una a I’atzar, quina és la probabilitat de que sigui verda? | groga?

Com la probabilitat d’agafar cadascuna de les boles és la mateixa, €s un
experiment regular i podem aplicar la Regla de Laplace,

0
PV) = n° de boles verdes _ l

n° de boles total 5

n° de boles grogues 2
p(G) = S0 IDIEB _ 2
n° de boles total 5

Ex: Trobeu la probabilitat d’encertar els 6 nombres en el sorteig de la Loteria Primitiva.

Les 49 boles de la urna tenen la mateixa probabilitat de sortir, per la qual cosa
és un experiment regular i podem aplicar la Regla de Laplace.

El nombre de casos favorables, sense tenir en compte |’ordre de sortida dels
nombres és 1. EI nombre de casos possibles és totes les combinacions de 49
elements, agafats de 6 en 6, sense importar | ‘ordre i sense que es puguin repetir
els elements, es a dir, Cygp.

.. Nn°decasos favorables 1 1
P(premi) = _ = = =
n° de casos possibles C,, (49
6
_ ! : =0,0000000715

491 ~ 13983816
6143




e Propietats:

i) p(A)e [0,1]

i) p(E)=1
p(@) =0
P(A)=1-p(A)

iii) esdeveniments incompatibles : p (AU B) =p(A) + p(B)
esdeveniments compatibles :p (A UB)=p(A) +p(B) — p(ANB)

Ex: La probabilitat de que una persona porti ulleres és 0,6; la probabilitat que tingui ulls
clars 0,3, i la probabilitat de que porti ulleres i tingui els ulls clars 0,24. Calculeu la
probabilitat de que, a I’escollir una persona a I’atzar

a) No porti ulleres

A = { portar ulleres } P(A) = 0,60
B = { tenir els ulls clars } P(B) = 0,30
P(ANB) = 0,24

P(A)=1-P(A)=1-0,60=0,40

b) Porti ulleres o tingui els ulls clars

P(AUB)=P(A) + P(B) - P(4NB) = 0,60 + 0,30 — 0,24 = 0,66

c) No porti ulleres o no tingui els ulls clars

P( AUB )=P(ANB)=1-P(ANB)=1-0,24=0,76

Probabilitat d’esdeveniments dependents i independents. Probabilitat condicionada

esdeveniments independents : p (ANB) =p(A) - p(B)
esdeveniments dependents : p (ANB) =p(A) - p(B/A)

Hi ha probabilitat de B condicionada a A, P(B/A), quan la probabilitat de B canvia
segons s’ha donat o no I’esdeveniment A

p (ANB) =p(A) - p(B/A)

P(ANB)

P(B/A) = S(A)



Ex: En una classe hi ha 11 nois i 14 noies. De ells, 7 nois i 10 noies utilitzen
normalment internet. Si escollim un estudiant a I’atzar,

a) Probabilitat de ser noia sabent que utilitza internet

. 14

A = { ser noia P(A) = ==
{ } (A) T

. 11

B = { ser noi P(B) = ==
t J ®) 25

- . 17

C = { utilitzar internet } P(C) = >

10

_ P(AnC) 25 10
PO = "eey T 17 "17

25
b) Probabilitat de no utilitzar internet sabent que és noi

4
P(CmB)_E_i
P(B) 11 11

25

P(C/B) =

Ex: Si agafem dues cartes de la baralla espanyola, quina és la probabilitat de que totes
dues siguin d’ors?

Hem de diferenciar dues possibilitats:

a) Amb devolucid, es a dir, agafem una carta, anotem de quina es tracta, la
tornem a la baralla, i agafem altre vegada una carta. Sén esdeveniments
independents

P(1a or N 2onaor) = P(laor) - P(2ona or) = 1212 1

48 48 16

b) Sense devolucid, es a dir, agafem una primera carta que separem de la resta
i després una segona carta. Son esdeveniments dependents ja que despres de
treure la 1a carta tenim menys cartes on escollir

P(1aor N 2onaor) = P(laor) - P(2onaor/laor) = 2 1 11

48 47 188



Teorema de la probabilitat total
Siguin Ay, Ay, ..., A, de manera que

- son incompatibles entre ells: AiNA; = @ per i#;

- laseva unio és I’espai mostral: A U A, U...UA,=Q
La probabilitat de qualsevol esdeveniment B sera

B = (BNAy) U (BNA,) U ... UBNA,)
P(B) =P [ (BNA1) U (BNAy) U...UBNA,) ] =
= P(BNA1) + (BNAY) + ... + (BNA,) =
= P(B/A1) - P(A1) + P(BIA,) - P(A2) + ... + P(BIA)) - P(Ay)

PB)= Y P(A)-P(BIA)

Ex: Un mateix producte es fabrica en tres empreses diferents. La segiient taula mostra
el percentatge de producte fabricat a cada empresa aixi com el percentatge de peces
defectuoses en cada cas.

El E2 E3
% Produccié 40 25 35
% Defectuoses 2 5 3

Quina és la probabilitat de que una peca escollida a I’atzar sigui defectuosa?

F1 = { peca fabricada en E1 } P(F1) = % — 0,40
F2 = { peca fabricada en E2 } P(F2) = 120—50 =0,25
F3 = { peca fabricada en E3 } P(F3) = 136_50 —0,35

D = { peca defectuosa }

F1, F2 i F3 sén independents entre si, i la seva unid és | ‘espai mostral.



P(D) ZslP(Fi). P(D/Fi)=

P(F1)-P(D/F1)+P(F2)-P(D/F2)+P(F3)-P(D/F3) =
0,40 - 0,02 + 0,25 - 0,05 + 0,35 - 0,03 =
0,0080 + 0,0125 + 0,0105 = 0,0310

La probabilitat de treure una peca defectuosa és de 0,0310. Col-loguialment
diem que tenim una probabilitat del 3,10% de que la peca sigui defectuosa.

Teorema de Bayes
Siguin Ay, Ay, ..., A, de manera que

- son incompatibles entre ells: AiNA;j = O per i#j;

- laseva unio és I’espai mostral: A U A, U ... UA,=Q
La probabilitat de I’esdeveniment A; sabent que s’ha donat B és

P(A)-P(B/A)

P(A, /B) =

n

> P(A)-P(BIA)

Ex: En el cas anterior, si una peca és defectuosa, quina és la probabilitat de que sigui de
I’empresa 1?

E1l E2 E3
% Produccié 40 25 35
% Defectuoses 2 5 3

P(F1)-P(D/F1) ~
P(F1)-P(D/F1)+P(F2).P(D/F2)+P(F3).P(D/F3)

P(F1/D) =

0,40-0,02 _0,0080

= = =0,2581
0,40-0,02 + 0,25-0,05+0,35-0,03  0,0310

Llei de grans nombres

Quan un experiment aleatori el repetim un nombre molt elevat de vegades la frequéncia
relativa tendeix a aproximar-se a un valor fixe.

Quan no és possible utilitzar la Regla de Laplace utilitzarem la freqléncia relativa
obtinguda com valor de probabilitat.

Ex: Calculeu, sense utilitzar la Regla de Laplace, la probabilitat de que en llencar una
moneda surti cara.



Es tracta de repetir la experiéncia de llancar una moneda a I|’aire moltes
vegades i anotar el nombre de vegades que surt cara.

Lanzamientos
fi
hi

Les frequiencies relatives s’aproximen a 0,5, aixi que direm que P(C) = 0,5.



