TEMA 2 : Calcul de primitives

2.1. PRIMITIVES. REGLES BASIQUES PER AL SEU CALCUL

2.1.1 Definici6 i nomenclatura.

e F(x) és una primitiva de f(x) si F’(x) = f(x). S’expressa:

[ rax = Fe

e Observeu que F(x) + k (k, constant) » (F(x) + k) = F (x) = f(x) =
F(x) + k també és una primitiva de f(x). Aleshores cada funcio te infinites
primitives.

J f(x)dx = F(x) +k, kconstant
e L’expressi6 [ f(x)dx s’anomena també integral indefinida o simplement

integral de f(x). Per aixo, el calcul de primitives se’l sol anomenar calcul
d’integrals o integracio.

EXEMPLES

dex=2x+k fsinxdxz—cosx+k
<3

fxzdx=?+k fcosxdx=sinx+k

2.1.2 Propietats.

o [[f(x) +g(x) dx] = [ f(x)dx + [ g(x)dx

e [cf(x)dx=c[f(x)dx




2.1.3 Regles basiques d’integracio.

Funcid | Integral | Exemples
Potencia

f ldx=x+k
xn+1
fx" dx = +k
n+1
1
f— dx =In|x| + k
x
Trigonomeétriques

f sinx dx = —cosx + k

f cosxdx = sinx + k

f(l + tag?x)dx = J

1
fl-l-—xzdx = arctagx + k

dx = tagx + k
cos2x &

1
f > dx = arcsinx + k
1—x?

-1
dx = arccosx + k
f VY1-—x2

Exponencials
J e*dx=¢e* +k

ax
Ja"dx=—+k
lna

EXEMPLES

Calculeu les seguents integrals:

1
a) [+=dx
x? x°—=3x X
v 9) f(3 3x2+5x+2) dx

b) [3x° dx i
h) [(3sinx + 2cosx ) dx
c) f% dx
* i) [(2¥ +3%) dx
d) [ V3 dx —
DI ax

V2x
e) [z=—dx
J V5x k) [(3cosx —5e*) dx

f) [(3x3 —5x2+3) dx



2.1.4 Inteqgracio per parts.

fu(x) ~dv(x) = u(x) - v(x) — f v(x) - du(x)

De forma abreviada:

fu-dv=u-v—fv-du

Tipus d’integrals que es resolen per parts

cosx - e* dx

jxn . e¥ dx u(x) = x" dv(x) = e* dx
an . sinx dx u(x) = x" dv(x) = sinx dx
jxn . cosx dx u(x) = x" dv(x) = cosx dx
f <" - Inx dx u(x) = Inx dv(x) = x"dx
f arctagx dx u(x) = arctagx dv(x) = dx
f Arcsing dx u(x) = arcsinx dv(x) = dx
f Arccosx dx u(x) = arccosx dv(x) = dx
f Inx dx u(x) = Inx dv(x) = dx
J sime- e o ) i
f u(x) = cosx dv(x) = e* dx

u(x) = e*dx

dv(x) = cosx dx

EXEMPLES

Calculeu les segiients integrals:

a) [x-e¥dx
b) [x3-Inxdx

¢) [x?-cosxdx




2.1.5 Integracio de funcions racionals

En les integrals racionals suposarem que el grau del numerador és menor que el del
denominador, si no fos aixi dividiriem.

PR, RE)
0 dX—fC(x)dx+ 0@ dx

Un cop que el denominador té major grau que el grau del numerador, descomponem el
denominador en factors

R(x)

Depenent de les arrels del denominador ens podem trobar els segilients tipus d’integrals
racionals:

a) Integrals racionals amb arrels reals simples

A B c

P(x)
(x—a) (x—b) T (x—c) T

., . P P
La fracci6 —= pot escriure’s : ) --,ona,b,c...sonles
Q) Q(x)

arrels del denominador.

EXEMPLE

3x3+45
Calculeu [ ———dx

e Com que el grau del numerador és major que el del denominador en primer lloc

fem la divisio:
3x% + bx |x2—x—2
14x + 6 3xX+3
., p3x345x 14x+6
Aixi, [ S——dx = f(3x +3+ xz—x—Z) dx

e Les arrels del denominador x> = x-2=0 —»>x=2ix=-1

14x+6 A B
—_—— + —_—

En aquest cas: = ,
xXe—x—2 x—=2 x+1

efectuem la suma per tal de trobar Ai B

14x+6  A(x+1)+B(x—2)
x2—x—2  (x=2)(x+1)

Donat que les dues fraccions tenen el mateix denominador, els numeradors han
de ser iguals

14x+6=A(Xx+1)+B(X-2)

Calculem els coeficient de A i B donat a la x els valors que anul-len el denominador

Six=-1 --8=-3B - B=

w|co

Six=2 —34=3A —>A=%

e Arajapodem calcular la integral



f3x3+5xd _(f3 L34 14x + 6 )d
x2—x—2 x= x x2—x—-2 x
3 8
_ 3 3
= f3x+3+x—2+x+1 dx
3x2 34 8
=T+3x+?ln(x—2)+§ln(x+1)+l{

b) Integrals racionals amb arrels reals multiples

_ A Az An

. .. P(x)
En aquest cas escriurem la fraccio T e s

EXEMPLE

3x+5
Calculeu [ —————dx

—x2-x-1

e Factoritzem el denominador x*—x?—x +1 = (x + 1)(x — 1)°

._3x+5 A | B 4
Enaquestcas: 5—5—— =S+ 5t efectuem la suma per tal de
trobar A ,BiC
3x+5 _ A(x—1)2+B(x—1)(x+1)+C(x+1)
x3—x2—x—1 (x+1)(x—1)?2 !

Donat que les dues fraccions tenen el mateix denominador, els numeradors han
de ser iguals

3x+5=A(x—1)?+B(x—1)(x + 1) + C (x + 1)

Calculem els coeficient de A, B i C donat a la x els valors que anul-len el
denominador

Six=1 —-8=2C —-C=4
Six=-1—>2=4A — A=
Six=0—-5=A-B+C S B=—=2

e Arajapodem calcular la integral
1
j 3x+5 d__Jj_l_—g_l_ 4 p
Bl x—1777 x+1 x—1 (x—1)2 x

1 1 4
= Eln(x+1)—§ln(x—1)—m+1{




c) Integrals racionals amb arrels complexes simples

La fraccié % pot escriure’s :

P(x) _ Mx+N
Q(x)  ax2+bx+c

La integral es descompon en una del tipus logaritmica i altra del tipus arctangent

EXEMPLE

2_3x+2

2
Calculeu [ =———dx

e Factoritzem el denominador x* +x = x (x* + 1)

2x%-3x+2 A Mx+N .
=4 ;ZCT efectuem la suma per tal de trobar A B i C

x3+x x

En aquest cas:

2x2-3x+2 _ A(x?41)+ (Mx+N)x
x3+x o x(x2+1)

Donat que les dues fraccions tenen el mateix denominador, els numeradors han
de ser iguals

2x2 —3x+2=A(x*+ 1)+ (Mx + N)x
Calculem els coeficient de A, M i N igualant els coeficients
2=A+M - M=0
-3=N
2=A
e Araja podem calcular la integral

2x* —3x +2 2 -3
| Zo =] i)

1
= 2In(x) — Eln(x —1) —3artgx + K




