TEMA 5 : Resolucio de sistemes d’equacions

5.1. EQUACIO LINEAL AMB n INCOGNITES

*  Una equacio lineal de n incognites es qualsevol expressio de la forma:
ax; + axp t..... +a,Xx, = b, on aib son nombres reals. Eles valors a;,
s’anomenen coeficients, b terme independent 1 X; , incognites.

* Qualsevol conjunt de n nombres reals que verifiquen I’equacié es denomina
solucio de [’equacio.

*  Dues 0 més equacions son equivalents si tenen la mateixa soluciod

5.2. SISTEMES D’EQUACIO LINEAL AMB n INCOGNITES

5.2.1. DEFINICIONS

* Un sistema d’equacions lineals és un conjunt d’expressions algebraiques de la

forma:
p
aX1t+ a;Xy oo, + a1aXnp b,
< X1+ a02Xy2 oo + arpXp b,
AmX1 T AmoXo t o + amyX, = by
on,
* X (j=1,2,...,1n)sén incognites
* a; =12,..,n), (1=1,2,..., m)son els coeficients
* by (1=1,2,...., m)son els termes independents
NOTA

M i n sén nombres reals i pot ser m>n, m =n o m <n. El nombre d’equacions no ha
de ser igual al d’incognites
Quan el nombre d’incognites es baix es solen designar per les lletres x, y, z, t,...

* Quanbj=0peratoti=12,............ ,m, el sistema s’anomena homogeni

* Qualsevol conjunt de n nombres reals que verifiquen totes les equacions es
denomina solucio del sistema d’equacions

* Dos o més sistemes d’equacions son equivalents si tenen la mateixa solucid




Obtenim sistemes equivalents per eliminacié d’equacions dependents si:

Tots els coeficients son zeros

Dues equacions soén iguals

Una equacio es proporcional a una altra

Una equacid €s combinacio lineal d’altres equacions

5.2.2. CRITERIS D’EQUIVALENCIA DE SISTEMES D’EQUACIONS

a)
b)
c)
d)

Si als dos membres d’una equacié d’un sistema se li suma o resta una mateixa
expressio els sistema que resulta és equivalent

Si multipliquem o dividim els dos membres de les equacions d’un sistema per un
nombre no nul, el sistema resultant és equivalent.

Si sumem o restem a una equaci6 d’un sistema una altra equacid del mateix
sistema, el sistema que obtenim és equivalent al donat.

Si substituim una equacid per una altra que surt de sumar o restar dues equacions
del sistema préviament multiplicades o dividides per nombres no nuls, el sistema
que resulta és equivalent.

Si en un sistema es canvia I’ordre de les equacions o I’ordre de les incognites
tindrem un sistema equivalent.

5.3. CLASSIFICACIO DE SISTEMES D’EQUACIO

Segons el nombre de solucions els sistemes se classifiquen en:

( Sistema Compatible Determinat (SCD)
(t€ una tnica solucio)
Sistema Compatible (SC) <{
(té solucid)
Sistema Compatible indeterminat (SCI)
\ (té infinites solucions)

Sistema Incompatible (SI)
(No té solucio)



5.4. MATRIU ASSOCIADA A UN SISTEMA D’EQUACIONS

* Donat un sistema de m equacions amb n incognites, definim la matriu del
sistema (M), com la matriu formada pels coeficients de les incognites situats

ordenadament
QX1+ aaXy oo + a1nXn b,
X1+ a0Xy + o + arpXp b,
AmiX1 T ameXy + ool + amu,Xy, bm
\
a;; Q4o LEP
. . Gy o Gy
Matriu del sistema — M = M :
ﬂ’ml ﬂ’m! ﬂ’mﬂ

* Definim la matriu ampliada (M’) com la matriu formada pels coeficients de les
incognites 1 els termes independents situats ordenadament.

a
i1 Oy2 1n | by
. . . Qg ve o L h,
Matriu Ampliada — M' = e .
Iﬂ:’ml ﬂ’m: e ﬂ’m!] hm

5.5. TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Per saber si un si un sistema de m incognites 1 n equacions ¢s compatible determinat,
compatible indeterminat o incompatible, només hem de comparar el rang de la matriu
dels sistema amb el rang de la matriu de la matriu ampliada:

[ Sistema Compatible Determinat (SCD)
rang M = rang M’= n (nombre d’incognites)

( Sistema Compatible (SC) {
rang M =rang M’
Sistema Compatible indeterminat (SCI)

rang M = rang M’ < n (nombre d’incognites)

Sistema Incompatible (SI)
rang M # rang M’



5.6. RESOLUCIO DE SISTEMES D’EQUACIONS

5.6.1. METODE DE GAUSS

El métode de Gauss es una generalitzacio de métode de reduccio, consisteix en trobar
un sistemes d’equacions equivalents de manera que es vagin eliminant successivament
les incognites fins que només en quedi una. Un cop calculada, se substitueix en les
altres equacions per anar trobant el valor de les incognites restants.

EXEMPLES
1. Resoleu el sistema:

Sx+3y+4z =12

3x+2yv + = =1;
x+ y—z=1

3 2 11
Matriu ampliada > M'= |5 3 4|2
1 1 -—-111

Triangularitzacié de la matriu pel metode de Gauss

3 2 1|1 1 1 —1|1 pr— 1 1 —-1|1
(5 3 42)W(53 42)““ ‘-(n -2 Q_E)W
1 1 -1/ "*\3 2 11/ F~H-3. \g —1 4|-2/7*"F
(1 1 -1 1) (1 1 -1 1)
0 -1 4|-2]—— |0 —1 4 |-2
J:5=J:5_2J:z
0 -2 91-3 0 0 111

rang M =rang M’ = 3 = nombre d’incognites — SCD una unica solucid
Solucid:
f—oz=1
fHh—-y+d4z=-2—>-y+4=-2>5y=6
fiox+ty-z=1->x+t6-1=1 -x= -4

2. Resoleu el sistema:

x—2ytz—-ut+tv=2>5

Ex—E-}r—I—iLz—I-u—vZ—EI
x—4yv+ 6z+ 2u+v =10

2 -5 4 1 -1
Matriu ampliada > M'= |1 —2 1 -1 1
1 —4 a6 2 1

—3
5
10



Triangularitzacio de la matriu pel métode de Gauss

2 -5 4 1 -—-1|-3 1 -2 1 —1 1

M=l1 -2 1 —1 1|5 |—|2 -5 4 1 -1
= f

1 —4 & 2 1110 1 —4 e 2 1

—_—

fszfs_fﬂ_

5 —_—
_3) Sf-20

10

5
-13
31

1 -2 1 -1 1
0 -1 2 3 =3

0 -2 5 3 0

5 i -2 1 -1 1
-13|—— |0 -1 2 3 =3

5 /TR \g 0 1 —3 6

rang M =rang M’ = 3 <nombre d’incognites — SCI infinites solucions

graus de llibertat = nombre d’incognites — nombre d’equacions independents =5 — 3 =2
Solucio:

u=[iv=yp

fi—>z-3u+6v=31—-2z=31+30-6p

fb—>-y+2z +3u—-3v=-13 »5-y+62+601-12p +30-3u=-13 —»
y=75+90-15pn

flox-2y+z-u+v=5->x-150-18011+30pu+31+3 1 -6pu-I+u=5 —
x=124+161-25pn

3. Resoleu el sistema:

x+y—z=1
Sxt+2ytz=1
Sx+3y+4z=2
—2x—y+5z=6

1 1 —-11

: : | 3 2 1|1
Matriu ampliada — M' = s 3 s |2
—2 —1 516

Triangularitzacio de la matriu pel métode de Gauss

—
; ; _111 =3 3 11 _41 12 fo=fs=2f 3 11 _41 12
- - - - -
5 3 4lz|HF~H=32lpg —2 9|-3] ——= (0o o0 1|1 |f=r-71
- fi=ftfs
-2 -1 516/ g=r+2. ‘0 1 3ls 0 0 P



1 1 131
0 -1 4|-2
0 0 1)1
0 0 0'-1

rang M = 3 #rang M’ = 4 — Sistema incompatible (SI) — el sistema no té solucid

5.7. DISCUSSIO D’UN SISTEMA

Discutir un sistema es determinar si té solucio, i en cas de que la tingui saber si és unica
0 no, es a dir determinar si es compatible o incompatible i en cas de ser compatible si és
determinat o indeterminat.

5.7.1. DISCUSSIO DE SISTEMES PEL METODE DE GAUSS

EXEMPLE
Discutiu el sistema segilient en funci6 del parametre m i resoleu-lo quan sigui possible

mx+v+(m—1)z=m

x+my+z=1 I
x+y+z=m+1

1 m 1 1
Matriu ampliada > M'= |m 1 m—1| m
i 1 i Im+1

Triangularitzacié de la matriu pel metode de Gauss

1 m 1 1 1 1 1 |m+1 —_—
fz:fz_f'_

(m 1 m—1| m )m (1 m 1 1 ) ,

1 1 1 m+ 1 fnn.—;»f; 1M 1 m—1 m Fe=f—mp,
(1 1 1 m+1) (1 1 1| m+1 )

0 m-—1 0] —m |—— |0 m—1 0 —

g7 f TR 2

0 1-m —1l —m° ] §] —1l—m* —m

Discussio:

Estudiem els elements de la diagonal principal de la matriu M

m-1=0-m=1
Per tant hem de discutir dos casos:

* m#1
rang M =rang M’ = 3 = nombre d’incognites — SCD — una Unica solucid

e m=1

1 1 1]0
(IJ 0 0 —1)
0 0 -—-11-2

Rang M = 2 # rangM’ = 3 —sistema incompatible — no té solucid




Solucio:

2
fi—>-z=-m —-m

-7
p— = - V:—
Hb—-(m-1y=-m— > —
fiox+ty+z =mtl —
x————m—m—ax=— +m’+m=
m—1 m-—1

5.7.2. METODE DE CRAMER

mim® —m® tmt—m

m—1

?‘J"I.E .
= possible error
m—1

El meétode de Cramer és una manera molt practica de resoldre els sistemes compatibles
determinats de n equacions amb n incognites, tot i que, amb ajustaments oportuns,
permet resoldre qualsevol sistema compatible.

Considerem un sistema compatible determinat amb n equacions i n incognites que esta

representat en aquesta matriu ampliada:

yy Q12 Q43 @y, | by
gy  Hzz Qg3 Qp | by
@33 Q33 O3z dg,|bg
Bom1 Oz g Amz b

El valor de cadascuna de les incognites x; es el quocient entre dos determinats: el
corresponent a la matriu del sistema despres d’haver-ne substituit la columna i per la
columna dels termes independents i el determinat de la matriu del sistema. Es a dir:

b, @12 ai3 Bip
b, @i (3 o,
by @3 Qg Qap,
bm Omz Qg Bz
Xy = HE e
1 gy 3z dgg P
ﬂ’:l anzz alz E e alz "
gy @3z Q33 3n
ﬂ’:“1‘11 a‘m! a‘mE ﬂ’mﬂ

ty1 by ay; Bin

ay by 4 Azn

Ay by sy Oap

a a

mil bm ﬂ’mﬂ m3

@y @1z Q3 Qip |’
i3y G3z O3z Q3n
ﬂ’:“1‘11 a‘m! a‘mE ﬂ’mﬂ



dqq
sy @y by Ton @y Gaz U3 b,
Az, A3z by T3n fzy  Ggz O3z b,
‘o = Q1 Gz By 3 = Bm1 Qg Gy b,,
3 iy Bz a3 Qi g’ 0 iy 92 i3 Lyn
fy, Q22 Cag gy fly, @23 Ggg Qo
i3y A3z P33 Q3n flz; @3z a3 3
ﬂ’:“J"ll a‘mﬂ ﬂ‘mE ﬂ’mﬂ ﬂ’:“:I‘l.l a‘m! a‘mE ﬂ’mﬂ
EXEMPLE
x+3Iv—z=12
Sabent que el sistema x +y +z= 4 I ¢s compatible determinat, trobeu la solucié
x—yv+z=2
aplicant el meétode de Cramer:
2 3 -1 1 2 —1 i 3 2
4 1 1 1 4 1 1 1 4
1 3 -1 ' 1 3 -1 ! 1 3 -1 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1

5.8. RESULUCIO DE PROBLEMES

Passos a seguir:

a) Llegir I’enunciat atentament i entendre’l

b) Identificar els valors desconeguts o incognites

¢) Identificar les condicions que han de complir les incognites 1 expressar-les en
llenguatge algebraic. (plantejar les equacions)

d) Determinar quin tipus de sistema ¢€s el del problema (Teorema de Rouché-
Frobenius)

e) Resoldre el sistema en cas que sigui compatible

f) Comprovar que la solucié del sistema té sentit en I’enunciat del problema i que
compleixen les condicions inicials

EXEMPLE

(PAU 1998). Una empresa fabrica tres models de cotxes: A, B 1 C. El model A ha de
passar 20 hores a la unitat de muntatge; el model B n’hi ha de passar 30, i el model C,
10. El model A ha de passar 10 hores a la unitat d’acabats, el model B n’hi ha de passar
20, 1 el model C, 30. En total, la unitat de muntatge ha funcionat 370 hores, i el
d’acabats, 290. Si s’han produit 14 cotxes, quants n’hi ha de cada model?

Solucio:

x: nombre de cotxes del model A
y : nombre de cotxes del model B
z: nombre de cotxes del model C



Condicions

Cotxes produits : x +y +z =14

Hores de muntatge : 20x + 30y + 10z =370 — 2x + 3y + z =37
Hores d’acabats: 10x + 20y + 30z =290 — x + 2y + 3z =29

El sistema que resulta és: 2x + 3% + z = 37

x+y+z=14
x—l—Ey—I—Ez:EJ

Discussio del sistema:

1 1 1|14
Matriu ampliada — M' = (E 31 3?)
1 2 3129

Triangularitzacio de la matriu pel métode de Gauss

1 1 1|14 pr—— 1 1 1|14 1 1 1|14
2 3 137 2= 1o 1 —1|9 prvargll LS S
1 2 3lz9/ = \p 1 2115/ F " \p 0 3ls

rang M =rang M’ = 3 = nombre d’incognites — SCD — una unica solucid
Solucio6:
f;— 3z=6 — z=2 — dos cotxes del tipus C
fHh—oy-z=9—->y-2 =9 —-y=11— onze cotxes del tipus B

flox+y+z=14—->x+11+2=14 — x= 1 — un cotxe del tipus A



