TEMA 5 : Limits de funcions. Continuitat

5.1. LIMIT D'UNA FUNCIO EN UN PUNT

5.1.1. Conceptes basics

a)

* X — c significa que x pren valors cada vegada mésipOa c. Es llegeix “x
tendeix a c”

Xx—1:2;19;1.8;..... 1, 00001; 0.9; 0.99; 0.999......

* X — C significa que x pren valors cada vegada més po®im, pero tots
menors que c . Es llegeix “x tendeix a c per I'escal
x—1:0;0.1;0.5; 0.9, 0.99; 0.999............

« X — C significa que x pren valors cada vegada més pxim, pero tots
majors que c . Es llegeix “x tendeix a c per laalre
x—1":2;1.9;1.8;....1,00001; ............

b)
+ Significat de |jm f (x) : és el comportament de la funcio f(x) quas»c i es
llegeix limit de f(x) quan x tendeix a c per I'esqra.
EXEMPLE
| 1 =+w
M1y
X 0/09| 0.99 0.999 | ... .
1 1/100| 10000| 1000000 .......
fx) = ——=7
(x-1)

Quan x tendeix a 1a funci6 tendeix a 4o

+ Significat de ||m f (%) : és el comportament de la funcio f(x) quamXc’ i es

llegeix limit de f(x) quan x tendeix a c per latdre




EXEMPLE

X 11] 1.01 1.001 1.0001

f(x) = 1 100| 10000| 1000000; 100000000 .......

(x-7f

Quan x tendeix a™lla funcié tendeix a o

Els limits|jm f(X) i |im f (), s'anomenetimits lateralsde la funcio f(x)

X—¢C x-ct

+ Significat de|jm f (X) és el comportament de la funci6é quan x s’aproxanca

X-C

sense importar si és per la dreta o per 'esquEgdlegeix limit de f(x) quan x
tendeix a c.

SiClimf® =limf® =1 = C |[ijm f®=!

X-Co x-c* X—C

Siim ™ # limf® = L lim f®

5.2. CALCUL DE LIMITS

5.2.1. Limit de funcions si x-> a

a) Funcions polinomiques

Com que les funcions polindomiques sén sempre coesifjm f(x) = f(a), per

calcular el limit, trobem el valor de la funcio @rpunt.

EXEMPLES

1. |inz](x3—x2—4x):23-22_4.2:8_4_8:_4



b) Funcions racionals

lim POJ , pot passar:

ra Q(X)

a1) Q@) # 0= |im ggg %

&) Q(a) =0, llavors poden presentar-se dos casos:

PX) _,

P(@=#0 + 00
&1) P(@)2 0= ||m o)
&) P(a) = 0= qua % —g — Indeterminacio

Aix0 vol dir que els dos polinomis son divisiblesr fx — a) cal factoritzar (per
Ruffinni) i simplificar, i tornar a calcular el liin

EXEMPLES

1 [im Ax+2 _4[3+2 _14_7
Lg x>+1 3*+1 10 5

( imt2=3 -
!m x*-1 0
X+2 _3
2 =— =40 -
|Ix':.T]_] X2 _1 0 <
l X+2 _i__m
xlm x?-1 0
\
3. ||m #Xlﬂ :% Indeterminacio, cal factoritzar els polinomis
2x+1 (x-1)(x-1)
1 -2 1 — = " =
im=—z——=lim ;=557
1 1 -1 |lim (x-1) _0_,
X-1 (X+1) 2
1 -1 _ |0

X¥—2x+1=(x—-1) (x-1)
¥ —1=(x—1)(x+1)



c) Funcions irracionals

Atesa que una funcié en que apareix un radicakeponir una indeterminacions del

tipus%,que resoldrem multiplicant i dividint per I'e)gasio conjugada

EXEMPLE

im X630 (\/x+6—3)(\/x+6+‘3):|. x+6-9  _

M= =3 "o~ M7 —3)(\/x+6+3) M« -3)Vx+6+3)
(x-3)

lim

IV x -3(Vx+6+3) _I'ml x+6+3)

5.2.2. Limit de funcions si ¥—

a) Funcions polinomiques

Calcular aquest limit és equivalent a calculafreitidel terme de major grau, ja que
comparativament en el infinit la resta de termeasmolt més petits i els podem
depreciar.

EXEMPLES

1. |im(—x3 -3x? +X+3):|im(—X3):+oo

X — —00 X — —00

2. lim{=x =3¢+ x+3)=|im (-x) = -

X — +oo X — +oo

b) Funcions racionals f (x) = Px)
Q(x)
P _ o : .
|| — Indeterminacio, que es resol aplicant el segCetetri:
fae Q)
/
+ oo Si n > m £ depén dels coeficients)
"+, +
im e = fim 2 AR . A ginam
IMae M 5+ bx+h, b,
0 sin<m




EXEMPLES

1. |X|HOI%L =+, ja que grau P(x) =3 > 2 = grau Q(x)}i= +
2. |XiﬂrQX3X_2—2_X1+1 = —o0, ja que grau P(x) =3 >2 = grau Q(X);—i: _
3. |Xiﬂl‘g3)(35):3—2_)(1+1 zg, ja que grau P(x) = 3 = grau Q(X)

4. IxiﬂrL])(?)5)_(5—2)_2er =0 ja que grau P(x) = 3 < 5 = grau Q(x)
NOTA

Si la funcio ve expressada com una suma (difeagde fraccions algebraiques ,
podem tenir una indeterminacio de la formac que resoldrem operant i aplicant el
criteri anterior.

EXEMPLE

) 2x+5 x%?-1
1. I|m( -

= —o0 Indeterminacié
2 X

X - +00

li 2x+5 x°-1 -i 2X% +5x—2%* + 2 -i 5x+2)_5
Im =" )7Im 2% M7 )72

ja que grau P(x) = 1 = grau Q(x)

c) Funcions irracionals

En aquest cas podem trobar una indeterminacidpied ¢ — oo, que resoldrem igual
que en el cas anterior

EXEMPLE

tim -5 im R -

) 1
=0
'JHJ Ix+1++/x

jaque grau P(x) =0 % = grau Q(x)



5.2.3._Limit de funcions del tipus( f (x))**

Tan si x— a, com si ¥~ + o es poden presentar diferents casos:

* La base tendeix a qualsevol nombre no nul i 'exgmb@a un altre nombre

I|m (f (X))g(x) = (f (a))g(a)
lim (00)* = lim (f Go)lime*?

EXEMPLE

. 2x-3 21-3 a_1
a) lim (x+1)>° = @+n*=® =2 =5
X-1

3x-5 3

) 6x>-5) x (6)1
olim(*5=5) =[8) <=2

» Labase tendeix a un nombre major que 1 i 'expbaero. En aquest cas el
limit es també &

EXEMPLE
. (6x2-5) x 6"
= = =3 =40
'JH!( 2x? ] [ZJ

» Labase tendeix a un nombre entre -1i 1 i I'exgmra +o. En aquest cas el
limit es també 0

EXEMPLE

. [-x?-5) x ( 1)*‘”
m = -= =0
IXI—»+00( 2X2 2

* Labase tendeix a un nombre menor que -1 i I'egpba +o. En aquest cas el
limit no existeix, ja que el signe del resultaealfira en funcio de que el
exponent sigui parell o senar



EXEMPLE

3x?-5

. (-6x*=5) * -6\
ml!— = — =(-3) =0
leﬁw( 2x2 j ( 2 j -3

* Labase tendeix 1il'exponent a+En aquest cas tindrem una indeterminacio
1” que resoldrem mitjancant la segiient formula:

lim(f ()-1)@(x)
lim (f(9)*” =17 =e*
EXEMPLE
35
2 _ X +o00
lim (2);)(2 5] = (gj =1 Indeterminacio

lim

X — +oo

oy — §§;Z§ lim 2¢2-5_ | 3¢5 im 2x2-5-2x | 35 i (75425

X 5 o ol 2 X 2x2 X x—we| o 2%8 — 0 _

™ =e =e =e =e =1
X

5.3. Relaci6 de la continuitat i el limit d’una fumrié en un punt.

* Una funcié f(x) égontinuaen un punt x = ¢ si

lim f(¥) = f(c)

Es a dir:

f és continua en x = ¢ si es compleixen les treslioions segilents:
a)L|limf®
b) C f(c)

) lim f(x) = f(c)

* Una funci6 és continua si ho és en tots els pugltsall domini. En cas contrari
la funcié és discontinua.



Tipus de discontinuitat:
a) Evitable
sil |lim f(x

X—-C

pero |im f(x) # f(c)
C f(c)

b)Salt

X-C

si [im 0 # [im f(

c)Asimptotica: Alguns o els dos limits laterals tendeix ao

EXEMPLE:

1. Estudieu la continuitat de la funci6 seguent er3

six3
f(x) =




Im f(x) =@

lim f(¥) =]jm (x+2) =5

X-3" X-3

lIm ) =lim () =3

x-3" x-3

f(3) =5

\

lim F0)=5#lim

X-3" x-3"

‘

En x = 3 discontinuitat de salt

2. Estudieu la continuitat de la funcfdx) = iz enx=0
X

1()=1/(x"2)

lim f() = f 0)?

lim (%) =+

X-0"

[f (0)

= [jm 109 =+
x-0

Discontinuitat asimptotica en x =0

f(x)=3 =0jm f )



3. Estudieu la continuitat de la funcié seglent er?

limf)=1@ )
X-2
lim f(x)=4
X2
lim f(x)=4 > Iimf®=4=|im f(x) # (4
x-2" X-2" x-2"
En x = 2 discontinuitat evitable
f(2)=6




