TEMA 5 : Limits de funcions. Continuitat

5.1. LIMIT D’UNA FUNCIO EN UN PUNT

5.1.1. Conceptes basics

a)

e x — c significa que x pren valors cada vegada més proxims a c. Es llegeix “x
tendeix a ¢”

x—1:2;1.9;1.8;...1,00001; 0.9; 0.99; 0.999............

e x — ¢ significa que x pren valors cada vegada més proxims a c, pero tots
menors que ¢ . Es llegeix “x tendeix a ¢ per I’esquerra”

x—1:0;0.1;0.5;0.9; 0.99; 0.999............

e x — ¢’ significa que x pren valors cada vegada més proxims a c, pero tots
majors que ¢ . Es llegeix “x tendeix a c per la dreta”

x—17:2:1.9:1.8;....1,00001; ............

b)
e Significatde |jm f(x): és el comportament de la funcio6 f(x) quan x — ¢” i es

llegeix limit de f(x) quan x tendeix a ¢ per I’esquerra.

EXEMPLE

x—1"

|' # =40
im

X 0/09]099 [ 0999 |...
1 |1]100 10000 | 1000000 | .......
f() =

(x-1)°

Quan x tendeix a 1" la funcié tendeix a + oo

e Significatde |jm f(x): és el comportament de la funcié f(x) quan x — c” i es

Ilegeix limit de f(x) quan x tendeix a c per la dreta.




EXEMPLE

li N =+ o0
im oy

x—1"

X 11| 101 1.001 1.0001 | ......
f(x) = 1 100 | 10000 | 1000000 | 100000000 | .......

(x-1°

Quan x tendeix a 1" 1a funci6 tendeix a + o

Els limits |jm f(X) i Jjm f (X), s’anomenen limits laterals de la funcio f(x)

X—C~ x—c*

e Significatde |jm f(x) és el comportament de la funcié quan x s’aproxima a ¢

X—C
sense importar si és per la dreta o per I’esquerra. Es llegeix limit de f(x) quan x
tendeix a c.

Si3 limfe = limf) =1 = 3 lim fx=1

X—C~ x—c*t X—>C

Silim f®) = lim f0 = 3 |im f®

X—>C~ x—>c* X—C

5.2. CALCUL DE LIMITS

5.2.1. Limit de funcions si x — a

a) Funcions polinomigues

Com que les funcions polinomiques son sempre continues |jm f(x) = f(a), per

X—a

calcular el limit, trobem el valor de la funcio en el punt.

EXEMPLES

L Ilm (XS_X2_4X)=23-22—4-2 =8_4-8=-4

X—2



b) Funcions racionals:

|!H;] QE ; , pot passar:

00 -0y -0

a2) Q(a) =0, llavors poden presentar-se dos casos:

a,) P(@) 0= I![L] QE ;:i
ap)P@)=0= |Ha QE ; %—) Indeterminacio

Aixo vol dir que els dos polinomis son divisibles per (x — a) cal factoritzar (per
Ruffinni) i simplificar, i tornar a calcular el limit.

EXEMPLES

Ll 2432 147
' !mx2+1 3?+1 10 5

( im 22
Xlglx 1 0
X+2 3
=—=t0—
lim == =3 )
| X+2 3 _ o
X'Ep x?-1 0F
\
2_
3. Iim X2—2X1+1 =% Indeterminacio, cal factoritzar els polinomis
x—1 X" =
. oxP=2x+1 L (x=1)x-1)
12 1 Im——=lm,—,. 5~
x—1 x“ -1 x—1 (X 1)(X+1)
1 1 lim (x-1)_0_,
w1 (X+1) 2
1 -1 |0

X2—2x+1=(x-1)- (x-1)
X2—1=(x-1)-(x +1)



¢) Funcions irracionals

Atesa que una funcid en que apareix un radical, podem tenir una indeterminacions del

tipus %,que resoldrem multiplicant i dividint per I’expressio conjugada

EXEMPLE
fim X630 ) («/x+6—3X«/x+6+3):|. x+6-9
!I;Tsl X -3 0 ![L] (x —3)(\/x+6+3) !ﬂ? (x —3)(\/x+6+3)

(x-3) . 1 1

|!£T3] (x —3)(\/x+6 +3): |l£T3] ‘\/x+6+3i: 6

5.2.2. Limit de funcions si X — £

a) Funcions polindmiques

Calcular aquest limit és equivalent a calcular el limit del terme de major grau, ja que
comparativament en el infinit la resta de termes s6n molt més petits i els podem
depreciar.

EXEMPLES

L lim (— x3 —3x2 +x+3): lim (— X3)=+oo
2. lim (- -3¢ +x+3)=lim [ °) = =0

X—>+0 X—>+00

b) Funcions racionals: f(x) = P

Q(x)

. P(x) o L : " o
lim =—=— Indeterminacid, que es resol aplicant el seguent criteri:

Mok =

/
+ o0 Si N >m (£ depén dels coeficients)
. PX) ,. a,-x"+.ax+a a .
lim =lim "= L=< 0 sin=m
X—>+o0 (X) X—>to0 bm - X +...b1X+b0 bm
0 sin<m




EXEMPLES

3_
L lim XXZ—Z_X1+1=+oo,ja que grau P(x) = 3 > 2 = grau Q(x), i £:+
3_ —
2. |im XX2—2_X1+1=—00,ja que grau P(x) = 3 > 2 = grau Q(X), i T=-
. 3x®-2x+1 3 .
3. 22 22722 jaque grau P(x) = 3 = grau Q(x
lim = = Jaque grau P() =3 = grau Q(x)
3_
4. lim X 2X+1:Ojaquegrau P(x) =3 < 5=grau Q(X)

X—>—00 5X5 _l

NOTA

Si la funcié ve expressada com una suma (diferéncia) de fraccions algebraiques ,
podem tenir una indeterminaci6 de la forma oo - co que resoldrem operant i aplicant el
criteri anterior.

EXEMPLE
2 f—
1 lim (2X2+5— X 1j=oo—oo Indeterminacio
X—>+00 X
i 2x+5 x*-1 i 2X% +5X—2X% +2 i 5x+2)_5
M2 )~ 2x M )72

jaque grau P(x) =1 = grau Q(x)

¢) Funcions irracionals

En aquest cas podem trobar una indeterminacio del tipus oo—oo, que resoldrem igual
que en el cas anterior

EXEMPLE
i (1 0= i IO ]y et

. 1
=0
Ixm \/x+1+\/;

jaque grau P(x) =0 < % = grau Q(x)



5.2.3. Limit de funcions del tipus ( f (x))*"

Tan six — a, com si X — *ooes poden presentar diferents casos:

e Labase tendeix a qualsevol nombre no nul i I’exponent a un altre nombre

lim (F (00 = ( @)**

X—a

lim (£00)° = [im (f (0)im*”

X—>to0 X—>too

EXEMPLE

a) lim (x+1)”7 =@+n***=2" :%

x—1

3x-5 3

. (6x*-5)x (6
b) Ilm( P ] =(5j =3¥=27

e Labase tendeix a un nombre major que 1 1 I’exponent a +oo. En aquest cas el
limit es també +oo

EXEMPLE

li 6 —5) _(gj”’ =3 =+
xm 2x° 2

e Labase tendeix a un nombre entre -1 1 i I’exponent a +oo. En aquest cas el
limit es també 0

EXEMPLE

) —x?-5) x 1\
=| —— =O
im (%) " +(-3)

e La base tendeix a un nombre menor que -1 i I’exponent a +o. En aquest cas el
limit no existeix, ja que el signe del resultat alternara en funcié de que el
exponent sigui parell o senar



EXEMPLE

. (-6x2-5) x (-6)"
— = =|—| =(3)™ =3
'L”l( 2x* j [2) =9

e Labase tendeix 11il’exponent a +oo. En aquest cas tindrem una indeterminacio
1% que resoldrem mitjancant la segiient formula:

lim(f ()-1}g(x)

X—>too

lim (100" =1 =¢*

X—>+o0
X—a

EXEMPLE
3x%-5
) 2x? -5 «x 2\ .
== =1 Indeterminacié
Ixm( 2x2 J LZJ

y? 5 3x*-5 "m[zxz—s l]sxz—s Iim[2x2—5—2x2J3x2—5 . [—5x2+25

. X% — X 02 | x o2 T x x| 2x3

li ( 22 j =t PO el BN e “ ) =e® =1
X

X—>+00

5.3. Relaci6 de la continuitat i el limit d’una funcidé en un punt.

e Una funci6 f(x) és continua en un punt x = ¢ si

lim () =f(c)

X—C

Es adir:
f és continua en x = ¢ si es compleixen les tres condicions seguents:

a) 3 lim fx

X—C

b) 3 f(c)
A) lim f(x) = f(c)

X—C

e Una funcio és continua si ho és en tots els punts del seu domini. En cas contrari
la funcid és discontinua.



e Tipus de discontinuitat:

a) Evitable:

si 3 lim f )

X—>C

pero |jm f(x) = f(c)

X—C

3 f(c)

b) Salt:
si lim f0 = lim f&)

X—>C~ x—>c*

c) Asimptotica : Alguns o els dos limits laterals tendeix a + o

EXEMPLE:

1. Estudieu la continuitat de la funcio6 segiient en x = 3

X+2 six<3
f(x) =
X Six>3

A
e L1




lim f)=1@)

x—3

Iim f®)=lim x+2) =5

X—3~ x—3

lim 09 =1lim () =3

x—3" x—3

f(3)=5

\

'

Iimf¥)=5#]im f®) =3 =3|im f(x)

Xx—3~ x—3" x—3

En x = 3 discontinuitat de salt

2. Estudieu la continuitat de la funcié f(x) = iz enx=0
X

lim f () = f(0)?

x—0

lim f(X) =+x

x—0"

Af (0)

1()=1/(x"2)

= |im f(x) =+

x—0

Discontinuitat asimptoticaen x =0



3. Estudieu la continuitat de la funcio segiient en x = 2

lim f) =12

X—2

lim f(x)=4

X—2~

lim f(x)=4

x—2F

f(2) = 6

‘

lim f)=4=1im f(x)# (4

x—2~ x—2*

En x = 2 discontinuitat evitable



