TEMA 6 : Derivades i técniques de derivacio

6.1.

DERIVADA D’UNA FUNCIO EN UN PUNT

6.1.1. Taxa de variacid mitjana

Donada un funcio y = f (x), s‘Tanomemerement de f en x = dexpressio: .
Af = f(a+h)- f(a). El seu significat és la variacié (augment o diamid) de

f quan la variable independent passa de xa=xa= (a + h ). A h se 'anomena
increment de X

El quocient% = flax hk)1 ~ f(a) , S‘anomenaaxa de variacio mitjana

significa la variacio relativa de f amb relacié anxlinterval (a, & h)

fla+h) 1

» Graficament és la pendent de la
[f(a)+hl-f(a) recta que passa pels punts
P (a, f(a))iQ(a+ h, f(a+ h))

fla) ¢

6.1.2.

Derivada d’una funcié en un punt
, +h) - e

El limit, | A—;:“m fa hr)] f(a),3| existeix i és finit s’anomena
h-0

i
h-0
derivada de la funcié f en el punfx ai es designa per f'(a).

Graficament f'(a) significa el pendent de la reetiagent a la grafica de f(x) en
el punt d'abscissegx a

fla+t) 4

f(a) ¢ f’(a) = tg o

Si existeix f'(a) es diu que f @erivable en x= a



EXEMPLES

1. Si f(x) = ¥ trobeu la derivada eny x 1

o f@+h-f@ _,. @+h)?-1 .. 1+2h+h*-1 _.. WhQ2+h) _
'@ =lim =lim———=lim =lim———=2
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h

llavors (1) = 2
2. Sif(x) =%/x, calculeu (0)
. fO+h-fO _.. 3%h-0_ .. 3nh _.. ho_ .. 1
'@ =[im =lim =lim-—=lim3— =lim3-5 =+
h-0 h h-0 ho N h-o \ h h.o Vh

Aleshores f no és derivable eg=x0

6.1.3. Derivades laterals d’'una funcié en un punt

« S’anomenalerivada per I'esquerrae f en el puntx= a i es designa pefr (a :)
: .  f(a+h)-f(a
f @)= fjm 1@ =@

h-0"

« S’anomenalerivada per la dretale f en el puntx= a i es designa pefr,(a : )

o= -0

« fésderivableenelpungxa - f._(a) = f,(a)

6.2. FUNCIO DERIVADA

» Siuna funcio f és derivable en tots els punts dwerval | = (a,b), la funcio:

f. X > f»s’anomenduncio derivada de f

» Sif és derivable, la seva derivada f’ s"anomeegona derivada de f, i aixi
successivament, es defineixen f* f..., {V (derivada tercera, quarta,.... n-
essima)



EXEMPLES:
1. Donada la funcié f(x) = 5x 2 x

a) Trobeu f, 7, f,
f(x+h)-f(x) _

5(x +h) = (x+h)* - (5x -

x*) _

C 0 =i )
im h im h
. Bx+5h-x*-2xh-h?>-5x+x*> . —h?-2xh+5h _
l =i =
h-0 h h-0 h
— 2_
li h(-h 2X*D) - ox+5 f'(X)=-2x+5
h-0 h
e FXFR) = F'X) . —2(x+h)+5-(-2x+5) _
* ") =[im =lim =
h-0 h h-0 h
. —2x-2h+5+2x-5 -2h )
lim =lim——=-2 - f"(0=-2
h-0 h h.o N
. f''(x+h)-f"(x . =242
e 19 = i 2D 0 iy =0 - f"(0=0
h-0 h h.o N
o fV = ... =f™=0

b) Calculeu f'(3) , f’(3) de la funcié anterior:

e f(X)=-2x+5— f(3)=-2.3+5=-1

f(x) = -2 — f'(3) = -2

6.3. REGLES DE DERIVACIO

6.3.1. Operacions amb derivades

u'lv—-ulv

V2

Regla de la cadena

y'=u(v(x)Ivi(x)

Funcié Derivada Quocient

Producte per un nombre y _u
y=klu y'=kIlu' v

Suma i resta COimpEEEl

YEUFV—W | Y= UV —W y=u(v(x)

Producte

y=ulv y'=u'lv+ulv




6.3.2. Derivada de les funcions elementals

TAULA DE DERIVADES

Funci6 | Derivada | Exemples | Exemples
Constant
y=k | y=0 ly =8 ly=0
Identitat
y =X ly'=1 [y=x [y=1
Funcions potencials
y=x" y=mx™ | y=x° y'=5x* y= (2x2 +1) y'= 3Eﬁ2x2 +1)2 [#x
y=vx | y= 1 Jy=dx |, b | y=45x =
24x 24x 24/5x
vt [y Lo fy=tc Ty Lo fy=tad [y B
le 5 X4 5 (3X2)4
Funcions exponencials
y= e y'= e y= e* y'= e* y= e3x2+1 y'= 6xe3xz+1
y=a* y=a*lna | y=3 y'=3n3 | y=5>"* y'=35>*0n5
Funcions logaritmiques
y=Inx 1 y=Inx 1 y:In(x2+7x) . 2X+7T
y=— y=— 2
X X X° 47X
y=log, x yzil y=logx y= 1 y =log, (5x +7) y'= 5
xllha xIha Gx+7)dn5
Funcions trigopnometriques
y =sinxX | y'=cosx y =sinxX | y'=cosx y =sin5x y'=5[cos5x
y=COsX | y'=-sinx y=COX | y'=-sinx | y=cos3x? y = —6x [$in3x?
Y=9% | y=q4tg?x | YTOX | y=1sigix | Y=1O7X y=(@+g*(M)T
1 1 y= 7
cog x coéx cod(™)
y=arcsix 1 y=arcsim | , 1 y = arcsinx? . 2X
yl_ 2 y_ 2 - 2\2
1-x 1-x 1-(x%)
y=arccoe | g y=arccoe | g y = arccos8x . -3
1-x° 1-%° 1- (3x)?
y=arctx 1 y=arctx 1 y = arctg 3x .3
1+ x? 1+ x? 1+ (3x)?




6.3.3._Derivada de funcions del tipusy = u’

Per trobar la derivada d’un funcié del tipus y's cal seguir el seglient procediment:
y=u’

Iny = In W'

Iny = v:Inu

Derivem

l:v'[[hu+vdj— - y':(v'[[hu+vdj—j[y
y u u
EXEMPLE

1. Trobeu la derivada dg = (3x2 - S)Sinx

y= (3)(2 _ 5)sinx
Iny= In(3x2 - 5)Sinx
Iny = sinx[l]n(3x2 —5)

Y = cosx On(3x* —5) +sinxG67X
y

(3x* -5)

. 6X
'=| cosx[n(3x? -=5) +sinx3——
’ ( &9 <3x2—5)]5’

y'= (cosx [n(3x2 —5) +sinx G(g ?x 5)} E(BXZ B 5)sinx
X —_

6.3.4. Derivada de una funci6 implicita

» Unafuncié s'anomenamplicita quan esta definida de la forma F(x,y) = 0 en lloc
de la forma habitual (y = f(x))

Per exemple la funcié : 3y y? + 5xy + ¥ + x +y = 0, on y és una funcié que depén de
X, €s una funcié implicita

» Per poder derivar una funcio implicita només cak&vir la regla de la cadena,
i tenir present que en el cas de la variable indeget (X) es deriva directament i
pel que fa a la variable dependent (y) s’ha deiderar que és una funcié que
depen de la variable independent i per tant catapla regla de la cadena



EXEMPLE

1. Troba la derivada de la funcié implicita®:#yy? + 5xy + X + X +y =0
Derivem:

3y +2yy +5y+5xy +1+y =0

-5y-1
3y® +2y+5x+1

y(@y*+2y+5x+1)=-5y-1—> y=

6.4. ESTUDI DE LA DERIVABILITAT D’'UNA FUNCIO

NOTA

Si una funcio és derivable en un punt, necessanaésecontinua:

Derivabilitat— Continuitat
No continuitat— no derivabilitat

Continuitat + Derivabilitat

Si suposem gque una funcié f és continuagfjaxque si no és continua no és derivable),
Si:

Of'(%)
i f'(x)=f'(x;)= Of'(x,), lafuncié éslerivable en x
Of'(xg)
EXEMPLES
x? Six=<2
1. Estudieu la derivabilitat de la funcidt (x) =
3Xx—-2 six=2

a) Continuitat

« six<2— f(x) = x* > polinomi— continua i derivable
e Six>2— f(x) = 3x — 2 polinomi— continua i derivable
e Six=2

lim f()=limx* =4
X2 X2

Olim f(x) =4 — fés continuaen x = 2
imf®=lim®x-2)=4] "~
x-2"

x-2"

Aleshores f és continua en |R



b) Derivabilitat

£1(x) = 2X s-ix<2
3 six>2

f_. @) =4 [1f'(x) — f no és derivable en x = 2
f.(2=3

f és continua efR i derivable enR —{2}

2. Calculeu m i n perque la funci6 seglent siguivdéle en =1

x> -5x+m six<1
f(x) ) .
-X“+nx six=1

Si f és derivable en x =34 f és continuaen x =1

Continuitat — Iir111 f(x)= Iirr11 f(x)=~1(@Q)

lim f 9 =lim (¢ -5x+m=m-4
X-1" X1

m-4=n-1
lim f ) =]im (-x* +nx)=n-1
X1

x-1"

Derivabilitat — f,” (1) = f," (1)

2x-5 six<1
f'(x) = .
-2X+n six>=1

m-4=-1-m=2



6.5. RECTA TANGENT | NORMAL A UNA CORBA EN UN DELS SEUS
PUNTS.

L’obtencio6 de la recta tangent a una corba en ims#ais punts és I'aplicacido més
immediata de les derivades, perque com sabeng) éxel pendent de la recta tangent a
la grafica de la funcié y = f¢x en el punt d’abscissa.x

Si f(x) és derivable engxlI’equacio de la recta tangent a la grafica de dxel punt
P(%,Yo) = P(%,f(x0)) és:

y—Y = (Xo):- (X —>%) Equacio de la recta tangent

EXEMPLE:

2

., X° —2X
1. Trobeu I'equaci6 de la recta tangent a la coyba "
X

enx=3

f és continua i derivable en x

_ (@x=2)(x+3) - (x* —2x _ 2(x* +3x—x—3) = x* +2x _

£(xX)

(x+3)* (x+3)°
2X* +6X—2X—6-%x>+2X _ X*+6x-6
(x+3)* (x+3)°
') _9+18-6 _21_7
36 36 12

Equacio de la recta tangen t[y - —j =1 (x-3)

NOTA:

Anomenemrecta normala una corba en un dels seus punt, a la rectarpiicoéar a la
recta tangent a la corba en aquest punt.

Recordant la condici6é de perpendicularitat de deetes la pendent de la recta normal a

la funcid f(x) en el puntxsera: i la seva equacio sera:

Xo

(X —2%) Equacio de la recta normal




EXEMPLE:

1. Trobeu I'equacio de la recta normal a la corbaesteimple anterior en el mateix punt
Xo= 3

Equacié de la recta normal:(y—%j =—%(x-3)



