TEMA 6 : Derivades i técniques de derivacio

6.1. DERIVADA D’UNA FUNCIO EN UN PUNT

6.1.1. Taxa de variacié mitjana

e Donada un funcié y = f (x), s’anomena increment de f en x = a ’expressio: .
Af = f(a+h)— f(a). El seu significat és la variacio (augment o disminucio) de
f quan la variable independent passade x =a a x =(a+h ). A h se I’anomena
increment de x.

e El quocient % _f@a~+ hr: —f@

significa la variacio relativa de f amb relacio a x en I’interval (a, a+ h)

, s’anomena taxa de variacio mitjana i

fla+h) 9

e Graficament és la pendent de la
[f(a)+h]-f(a) recta que passa pels punts
P (a, f(a)) i Q(a + h, f(a + h))

fla) «

6.1.2. Derivada d’una funcio en un punt

, 81 existeix 1 és finit s’anomena

e Ellimit, [jm 2F = fjm F@HN-1@
hoo D h—>0 h
derivada de la funcio f en el punt xo = a i es designa per f’(a).

e QGraficament f’(a) significa el pendent de la recta tangent a la grafica de f(x) en
el punt d’abscisses xo = a

fa+h) 1

f(a) ¢

f(a)=tga

e Siexisteix f’(a) es diu que f és derivable en xo = a



EXEMPLES

1. Si f(x) = x* trobeu la derivada en xo = 1

o fash)—fQ)
f 1 p— ——————————————————————————— p— f—
@=lim h lim =, im h lim =,

llavors (1) =2

2. Si f(x) = ¥/x, calculeu £(0)

@ =lim O i 20 iy iy 1

h—0 h—0

1
= I|m =+00

h¥

Aleshores f no és derivable en xo=0

6.1.3. Derivades laterals d’una funcio en un punt

e S’anomena derivada per I’esquerra de f en el punt X, = a i es designa per f_(a):

. .  f(a+h)-f(a
£ @)= fim @ - @
h—0" h
e S’anomena derivada per la dreta de f en el punt xo = a i es designa per f, (a):

. .  f(a+h)-f(a
f.(@=lim @+h- 1)
h—0* h
e fésderivableenel puntxo=a < f (a) = f_(a)

6.2. FUNCIO DERIVADA

e Siuna funci6 f és derivable en tots els punts d’un interval I = (a,b), la funcio:

f: x » f°(x) s’anomena funcié derivada de f

e Sif’ és derivable, la seva derivada f*’ s’anomena segona derivada de f, i aixi
successivament, es defineixen £, 'V, ..., f" (derivada tercera, quarta,...
essima)

@+h)?-1* . 1+2h+h*-1 . K(2+h)

=2



EXEMPLES:
1. Donada la funci6 f(x) = 5x — X,

a) Trobeu f*, £, £, .....
f(x+h)—f(x)

° f‘(x): 1 1

im h im h
. 5x+5h—x?>-2xh—-h®>-5x+x*> ,. —h*—-2xh+5h
lim . =lim " =
h—0 h—0

2
Iim h(h h2X+5):—2x+5 - f'(x)=-2x+5
h—0

. 00 = [im f'(x+hz— f'(x)=Iim —2(x+h)+5-(-2x+5) _

h—0 h—0 h
lim lim

- 2Xx-2h+5+2x-5 —2h

h—0 h h—0

=2 o frx)=-2

+ 09 lim f"(x+hr)]—f"(x):|im—2h+2:0 e

h—0

b) Calculeu £°(3) , £°(3) de la funci6 anterior:
o f(x)=-2Xx+5— P(3)=-23+5=-1

o 'X)=-2—f(3)=-2

6.3. REGLES DE DERIVACIO

6.3.1. Operacions amb derivades

5(x+h) - (x+h)* — (5x—x*) _

=0

Funcio Derivada Quocient

Producte per un nombre y= u
v

y=k-u y'=k-u'

_uv—u-Vv

V2

Suma i resta

Composicid. Regla de la cadena

Yy=U+V-W | y=Uu+V-W

y=uv(x) |V

=u'(v(x)-v'(x)

Producte

y=u-v y'=u"-v+u-V'




6.3.2. Derivada de les funcions elementals

TAULA DE DERIVADES

Funcié | Derivada | Exemples | Exemples
Constant
y=k [y'=0 [y=8  |y=0
Identitat
y=x [y =1 [y=x [y=1
Funcions potencials
y=x" | y=m-x"" |y=x* |y=5" | y_(2x241] | y=3-(2x*+1) -4x
y = \/; y.: 1 y = X y.: 1 = '\/& _ 5
24x 24x 24/5x
y =x yie 1 y =%/x yie 1 y =3/3x2 y'= 6x
mi/xm2 5&{/? 5.5 (3X2)4
Funcions exponencials
y:ex y':ex y:eX y'=ex y=e3x2+l y-=6xesx2+1
y=a* y'=a*-lna | y=3" y'=3*.In3 | y=5>"* y'=3.5%"*.In5
Funcions logaritmiques
y=Inx 1 y=Inx o1 y=In(x?+7x) | . 2x+7
y=—- y=— =
X X X +7X
y =log, x /- 1 y=log, x - 1 y =log, (5x +7) y'e 5
x-Ina x-Ina (5x+7)-In5
Funcions trigonometriques
y=sinx | y'=cosx y=sinx | y'=cosx y =sin5x y'=5-cos5x
y=C0SX | y'=—sinx | Y=COSX | y'=—sinx | y=cos3x> y = —6X-5in3x>
Y= yoqig?ix | YEIOX | yatatg?x | Y =197X y'= L+t A(7x)-7
1 1 = 7
cos’ X 008’ X cos *(7x)
y =arcsin X y'= 1 y =arcsin X y'= 1 y = arcsin x° y'= 2X
1-x? 1-x° V1-(x%)?
y:arCCOS X yl_ -1 y: arccos X yl_ -1 y = arccos 3x y'_ _ 3
1-x? 1-x° \1-(3x)?
y=argx | 1 y=argx | 1 y = arctg 3x .3
R AR Y 1+ (3x)?




6.3.3. Derivada de funcions del tipus y = u"

Per trobar la derivada d’un funcié del tipus y = u", cal seguir el seglient procediment:
y=u’

Iny =Inu’

Iny = v-Inu

Derivem

y'o u' , , u'
—=V'lnu+v.-——> y:[v-lnu+v-—j-y
y u u

EXEMPLE

1. Trobeu la derivada de y = (3X2 —5)Sinx

y=(3X2 _5)sinx

Iny = In(3x2 —5)Sinx

Iny =sinx-In(3x* - 5)

l=cosx-|n(3x2 —5)+sinx-$

y (3% =9)
. 6X

'=| cos X-In(3x* =5) +sinx-———— |

y ( ( ) (3)(2_5)) y

. oX sin x
'=| cosx-In(3x* =5) +sinx-——— |-(3x?> =5

6.4. ESTUDI DE LA DERIVABILITAT D’UNA FUNCIO

NOTA

Si una funcid és derivable en un punt, necessariament s continua:

Derivabilitat — Continuitat
No continuitat — no derivabilitat

Continuitat - Derivabilitat

Si suposem que una funci6 f és continua en Xq (ja que si no és continua no és derivable),
Si:

31'(%)
i f'(x)="1"(x;)= 3 f'(X,), lafuncio és derivable en xo
31'(x)



EXEMPLES

X Six<2
1. Estudieu la derivabilitat de la funcio: f(x) =
3X—2 six>2

a) Continuitat

e six<2— f(x)=x"— polinomi — continua i derivable
e six>2 — f(x)=3x—2 polinomi — continua i derivable
o sSixX=2

lim () =lim x* =4
X—2" X—2~
3]im f(x) =4 — fés continua en x =2

limf®=lim®Bx-2)=4 x->2

x—2" x—2"

Aleshores f és continua en |R

b) Derivabilitat

2X Six=<2
f'(x)= .
3 six>=2

f'(2)=4

, A f'(X) — fno és derivable en x =2
f.(2)=3

f és continuaen | R i derivable en R —{2}

2. Calculeu m i n perqué la funcié seguent sigui derivable en xo = 1

x> —=5Xx+m six<1
f(x) ) .
—X“+nx six>1

Sifés derivableenx =1 — fés continuaen x = 1



Continuitat — lim f(x) =1lim f(x)= f (@)
x—1" x—1"

lim f ) =]im (x* -5x+m=m-4

X—1" Xx—1"
m-4=n-1
lim f ) =]im (-x*+nx )=n-1
x—1" x—1"
Derivabilitat — f," (1) = f,"()
2x-5 six<1
f'(X)={ .
—-2X+n six>=1
\ 4
T‘(l):_?’ -3=n-2—->n=-1 -+ m-4=-1-1-m=2
fO=n-2

6.5. RECTA TANGENT | NORMAL A UNA CORBA EN UN DELS SEUS
PUNTS.

L’obtenci6 de la recta tangent a una corba en un dels seus punts €s 1’aplicacié més
immediata de les derivades, perqué com sabem, f*(xo) €s el pendent de la recta tangent a
la grafica de la funci6 y = f(Xo) en el punt d’abscissa xo.

Si f(X) és derivable en Xo, I’equacio de la recta tangent a la grafica de f(x) en el punt
P(Xo0,Y0) = P(Xo,f(X0)) és:

Y — Yo = 7 (X0)-( X — Xo) Equacio de la recta tangent

EXEMPLE:

2

. X
1. Trobeu I’equacid6 de la recta tangent a la corba y = 3
X+

f és continua i derivable en Xg
9-6 3 1
= 3:—:—:—
Yo =Y(3) 6 6 2

(2x=2)(x+3)— (x> =2x _ 2(x*> +3x—x—-3)— x> +2X _

f'(x) =

(x+3)° (x+3)°
2x? +6x—2X—-6—Xx*+2X _X*+6x—6
(x+3)° (x+3)°
frg_9+18-6 21 7

36 36 12



Equacio de la recta tangent: | y _1 . l(x -3)
2) 12
NOTA.:

Anomenem recta normal a una corba en un dels seus punt, a la recta perpendicular a la
recta tangent a la corba en aquest punt.

Recordant la condicio6 de perpendicularitat de dues rectes la pendent de la recta normal a

la funcio f(x) en el punt x, sera:

i la seva equacio sera:

0

Y-Yo= - (X —Xp) Equacié de la recta normal

EXEMPLE:

1. Trobeu I’equacio de la recta normal a la corba del exemple anterior en el mateix punt
Xo= 3

Equacio de la recta normal: (y —%j = _le(x—3)



TAULA DE DERIVADES

Funcio Derivada Quocient
Producte per un nombre y = u u'-v—u-v'
—— = —2
y = k U y': k . u' \ \Y
Sumai resta Composicio. Regla de la cadena
Y=UH+V—W | y'=u v —w y=u () [y=u(v(9)vi(x
Producte
y=u-v y'=u'-v+u-v'
Funci6 | Derivada | Exemples | Exemples
Constant
y=k [ y'=0 [y =8 [y=0 |
Identitat
y=x [y =1 [y=x [y=1 |
Funcions potencials
y=x" |y=mx"" |y=x* | y=5x' | y_(2x+1] | y=3-(2x*+1) -4x
y:\/; y':i y=+X y':i :\/5_)( y': 5
24x 24x 24/5x
y =x y'= 1 y =%/x y'= 1 y =3/3x2 .__ 6x
mmlxm—l 55 X4 5 5 (3X2)4
Funcions exponencials
y=¢" y'=ge* y=¢e" y'=¢e* y:e3x2+1 y.:6xe3x2+1
y=a* y'=a*-lna | y=3" y'=3".In3 | y=5>"* y'=3.5%".In5
Funcions logaritmiques
y =Inx o1 y=Inx o1 y=|n(x2+7x) O O2X+7
y = — y = — = 5
X X X" +7X
y =log, /- 1 y=log, x - 1 y = log, (5x +7) yie 5
X-Ina X-Ina (5x+7)-In5
Funcions trigonometriques
y=sinx | y'=cosx y=sinx | y'=Ccosx y =sin5x y'=5-cos5x
y=C00SX | y'=—sinx | Y=COSX | y'=—sinx | y=cos3x? y = —6x -5in 3x?
y=10x | yo1igg?x | YUK | yotig’x | Y=197X y'=(L+tg X(7%)-7
1 .1 - 7
cos? x cos” x c0s 4(7x)
y=arcsin X | 1 y=arcsin x | 1 y = arcsin x° : 2X
y - 2 y - 2 y - 2\2
1-x 1-x 1-(x9)
e y=accosx | 1 y = arccos 3x , -3
y - 2 y - 2 y - 2
1-x 1-x 1-(3x)
y =arctg yie 1 y =arctg X yie 1 y = arctg 3x y'm 3
1+ x? 1+ x? 1+ (3x)?




