TEMA 4: Equacions exponencials i logaritmiques

4.1. EXPONENCIALS
Definim exponencial de basa exponenn: a ... ... " ...a=a"
Propietats de les exponencials:

(1) a*.a¥ = a**Y

()% =

3) (@*)” = a™

(4)a® =1

(5)al=a

4.2. EQUACIONS EXPONENCIALS
Anomenaremequacions exponencialsa aquelles equacions en les quals hi ha una
incognita a I'exponent:

Exemples:
a. 31 == C. 2% 42%t1 =12

27
b Xt _ d. 2% =12

La resolucid sera senzilla en el cas que es pugxpressar amb la mateixa base, sin6 cal
introduir un concepte matematic nou que ens peamesoldre-les sempre: el logaritme.

Exemples:
1

a. 317" =2
' 27
2 ..
ho expressem en base337*" = 373 jigualem exponentd: — x? = —3

Les solucions s6m = 42

b. 5x2—5x+6 =1

ho expressem en bases3”~5¥+6 = 5 j jgualem exponentx? — 5x + 6 = 0
Les solucions sém =2ix =3

c. 2¥+2¥t1 =12
expressen2**tl = 2% 2 ifemelcanvi2* =a :a +2a =12, és adira= 4. Si

desfem el canvi fe* = g = 2* = 4= 2* = 22, |la soluci6 éx = 2

d 2*=12
no podem expressar el 12 en base 2 !' De momeind sabem resoldre.



4.3. LOGARITMES
Anomenarentogaritme en basea dep (a > 0) a I'exponent al qual cal elevaper obtenir
p: logsp=x©a*=p
Exemples:
a) log,8 = 3,jaque2® =8
b) logs25 = 2, ja que5? = 25

C) logzé = -3, jaque2=3 ==

[e¢}

Si la base és 10 es tracta dlagaritme decimali es designa simplement geg p.
Sila base és e =2.7182818.... es tracta ldgaritme neperiai es designa pén p.

Propietats dels logaritmes:
1. log,a=1
log,1=0
loga(p - q) = logap + logaq
loga () = logap = l0ga

log,(p)" = logap + logaq

log,p = zi—zz (canvi de base)

o gk wnd

4.4. EQUACIONS LOGARITMIQUES
Les equacions logaritmiques son aquelles equaeioihss quals hi ha una incognita dintre
d’un logaritme:

Exemples:
a) logx +logd =2
b) log(x+1) +log(x—1) =log3

Per a resoldre les equacions logaritmiques s’haegeir els passos seguents:

- Deixar els logaritmes en la mateixa base;

- deixar un unic logaritme en les dues bandes dguktat;

- eliminar les logaritmes a les dues bandes i resdlelquacié sense logaritmes;

- si en una banda de la igualtat no hi ha logaritnagdicar la definicio per
transformar-la amb una potencia;

- comprovar els resultats obtinguts, ja que es paidenir resultats que no siguin
solucio de I'equaci6 inicial.



Exemples:

a)

b)

logx + log4x = 2
Aplicant la tercera propietat dels logaritmes a&deerra de la igualtat, obtenim:
logx + log4x = log4x?

Aleshoreslogx + log4 = 2 & log4x? = 2.

Si apliquem la definicié de logaritméx? = 102

Les solucions seram; = +5

Si fem la comprovacié obtenim que nomeés= 5 és solucié ja que log(-5) no
existeix.

log(x+1)+log(x—1) =log3
Aplicant la tercera propietat dels logaritmes &deerra de la igualtat, obtenim:

log[(x + 1) (x — 1)] = log3 @ log (x? — 1) = log3

Es a dir, hem de resoldre I'equacié:— 1 = 3

Les solucions seram: = +2

Si fem la comprovacio obtenim que només- 2 és solucié ja que rbg(-1) ni
log(—3) existeixen.

A més, amb els logaritmes podem resoldre aquetiescgons exponencials que no les
podiem transformar amb la mateixa base. Si torndieaxample que no haviem pogut
resoldre abans:

d.

2% =12

Apliqguem el logaritme a les dues bandes de latigu&bg2* = log12

Si ara apliquem la propietat cinquena a I'esqueeréa igualtat, obtenim:
log12

log2

xlog2 = logl2 = x =

4.5. FUNCIO EXPONENCIAL
Definim funcié exponencial de baaecom la funcié que a cada vaboti fa correspondre
a‘, onaes un nombre real positiu:

f:R->R*
X—a
(f-=27=;
fD=27=3
Exemple: f(x) = 2* =« FO)=20=1
f(1)=2t=2
L f(2)=22=4



En general parlarem de funcié exponencial quandagnita o indeterminada es troba en
I'exponent.

NOTA

No s’ha de confondre una exponeneahmb una potencid, on la incognita es troba a la
base.

Per fer la representacio grafica d’'una funcié expamial cal distingir si la base —que
sempre és positiva— €s major o menor que 1.

Sia>1: Si0xa<1:

f(x)=2" f(x)=3" f(x)=4" f0=0G) ro=0G" o=

2

Les caracteristiques principals de la funcio expora son les seguents:

- Per qualsevol valax real sempre es pot calcukdr EI domini de la funcié son tots els
valors reals.

- Per a qualsevol valorreal sempre obtindrem un valor positiuadeEl recorregut de la
funcio son tots els valors reals positius.

- No talla mai a I'eixOX i talla a I'eixOY en (0,1)

- Sia>1— lafuncio és sempre creixent, i no presenta ninsapim ni cap minim.

- Si0<a< 1> lafuncié es sempre decreixent, i no presentamingaxim ni cap minim.



4.6. FUNCIO LOGARITMICA
Definim funcié logaritmica de basela funcié que a cada valgii fa correspondréog, X,
ona és un nombre real positiu:

f:R* >R

X — logaX

(f(16) = log,16 = 4
f(8) =log,8 =3
Exemple: f(x) = log,x = { f(4) =log,4 =2
| F(2) =log,2=1
k f(1) =log,1=0

Per fer la seva representacio grafica també cthdispel valor de la base:
Sia>1: Si0a<l:

f(x) = logx  f(x) =logsx f(x) = log,x fx) = lOg%x f&x) = log%x f&x) = log%x

Les caracteristiques principals de la funcio expora son les seguents:

- Nomeés podem calculdog.x per a valors positius de la incognita . El dondieila
funcié son tots els valors reals positius.

- loga X pot prendre qualsevol valor real. El recorreguladieincié son tots els valors
reals.

- Notalla mai al'eix QY i talla a I'eix OX en (1,0)

- Sia>1- lafuncié és sempre creixent, i no presenta nincapim ni cap minim.

- Si0<ac<1- lafuncié és sempre decreixent, i no presentapirmaxim ni cap
minim.



