Tema 2: POLINOMIS

Monomis, binomis i polinomis
Les expressions algebraiques es poden classificar, segon el nombre de termes,

monomis format per un sol terme 5Xy?
binomis format per dos termes 3X - 2yz
- Y

terme; terme;

polinomis  format per més de dos
termes -2 + Xy - 4X

* A cada terme podem diferenciar:
- coeficient: el nombre
- part literal: les lletres amb els seus exponents
EX:
coeficient: - 3
- 3xy*

part literal: xy*

e Valor numeéric d’un polinomi, és el nombre que s’obté en substituir les variables de la part
literal pels nombres indicats
Ex: valor numeéric de P(x) =x? + 3x —4 perx =2

PR)=22+32-4
P2)=6

* El grau d’un terme, o monomi, és la suma dels exponents de les lletres que el formen.
EXx:

2xy°3z? —  graub6 (1+3+2)

El grau d’un polinomi és el grau més gran dels termes que el formen.
EX:
2xy - 3x%y + x3 -  graub
v 4 w
grau 2 grau5 grau3
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* En general treballarem amb polinomis on la part literal esta formada per una Unica variable.
Aixi, nomenem polinomi en "x" de grau "n" a una expressio del tipus

P(X)=aox"+ar X"+ ... +an
on
n € N (nombre natural)
ao, ai, a, ... , an son coeficients reals
an terme independent

Un polinomi de grau n és complet si conté tots els monomis de grau més petit o igual que n, i
¢s ordenat quan els monomis s’expressen de forma creixent o decreixent.
EX:
4x* —2x + 3 Polinomi incomplet de grau 4 i
ordenat de forma decreixent.

Operacions amb polinomis

a) Suma
- Agrupem termes
- Sumem els termes del mateix grau. Per aixd posem els polinomis un sobre
I’altre fent coincidir en columnes els termes semblants
Ex:
P(x) = 3x* - 5x? + 7x
QX)=x3+x2—11x+3
3x* —Bx2+7x
XX+ x2—11x + 3
P(x) + Q(X): I+ X3 —4x% - 4x + 3
b) Resta
- per calcular P(x) —Q(x) sumem a P(x) I’oposat de Q(x) ( els termes del
polinomi canviats de signe )
Ex:

P(x) = 3x* — 5x? + 7x
QX)) =x3+3x*—x+3

P(x) x4 —5x?+7x
- Q(X) x3-3x>+ x-3
P(X) - Q(X): 3x*-x3-8x2+8x -3
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¢) Producte
- es multiplica terme a terme i s’agrupen els resultats del mateix grau

Ex:
P(x)=5x + 11
QX)=x3+2x*+4
P(X) . Q(x) = (5x + 11) (X3 + 2x* + 4)
P(X) . Q(x) = 5x* + 10x3 + 20x + 11x3 + 22x° + 44
P(X) . Q(x) = 5x* + 21 x3 + 22x2 + 20X + 44
d) Divisié

En dividir P(x) : Q(X) s’obté un quocient C(X) i un residu R(x) de forma que

P(x) =Q(x) . C(x) + R(x)

Ex:
P(x) =5x3+ 7x* -3
QX)=x?+2x-1
P(x) : Q(X)

5x3 +T"J':2 +0x -3 xz +2x-1
—5x° —10x* +5x  5x-73

—3x? + 55 -3

+3x +6x -3
11z -6

(Observeu que si falta un terme en el dividend
es posa 0 0 es deixa un espai )

* Regla de Ruffini. S’aplica quan el divisor és (x + a).
Ex: ( X' —4x® —x*+16x-12): (x—1)

Es copien en la part superior d’un requadre els coeficients del dividend de forma
ordenada posant 0 en aquells casos en els que no hi ha terme

1 -4 -1 16 -12
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I es posa la a canviada de signe a 1’altre banda, en aquest cas 1

1 -4 -1 16 -12

el primer coeficient es copia a sota

1 -4 -1 16 -12

es multiplica el coeficient sota la linia per la a canviada de signe i el resultat es col-loca
sota el segon coeficient (1-1=1)

1 -4 -1 16 -12

ara es sumen els nombres en columna i es posa el resultatasota (-4+1=-3)

1 -4 -1 16 -12
+
1 1
|1 -3

es repeteix el procediment ((-3) -1 =-3)

1 4 -1 16 -12
1 1 ”-3
.
1 -3
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i es suma

1 -4 -1 16 -12
1 1 -3
| 1 -3 -4

1 -4 -1 16 -12
1 1 -3 -4 12
| 1 -3 -4 12 0

I’altim nombre que separem de la resta €s el residu ( en aquest cas la divisio és exacte
perque dona 0 ), i la resta de nombres sén els coeficients del resultat:

1x3-3x2-4x+12

Nota: el resultat sempre és un grau inferior al dividend

e) Poténcies
Es desenvolupa com un producte reiterat si be hi ha casos especials, com els productes
notables, on es pot aplicar una férmula

Quadrat d’una suma (a+b)*> =a® +b* +2ab
Quadrat d’una resta (a—b)*> =a®+b* —2ab
Suma per diferéncia (a+b)(a—b)=a*-b’

* Binomi de Newton. Ens permet desenvolupar la poténcia del binomi (a+b )"
Si desenvolupem les poténcies de (a+b)

a+b) =a+b

(a+b)

(a+b)* =a® +2ab+b?

(a+b) =(a+b)*(a+b)=(a>+2ab+b*)a+b)=a®+3a’h+3ab? +b’
(a+b)' =(a+b)’(a+b)=a* +4a’h +6a’b? + 4ab°® +b*
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observem que els coeficients surten de la seqiiéncia

Aquest és el triangle de Tartaglia. Cadascun d’aquests nombres correspon al valor d’un
nombre combinatori

| )
dERs
B EE

[mj _m(m-1)m-2).(m-n+1)

on

n!

Ex:

Per escriure la potencia d’un binomi utilitzem el Binomi de Newton

n n n n n
(a+b)' =| "+ [a""0+|_ [@"?b®+..+ ab™ +|  |b"
0 1 2 n-1 n

h=n n
(a+b)" = (hJa““b“

h=0

Nota: si a 0 b s6n negatius mantenim el signe en la férmula
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Teorema del residu

El residu d’una divisié d’un polinomi P(X) per un binomi ( X + a) és el valor numeric del

polinomi per x = ¥a ( signe d’ a canviat )

Ex: El residu de la divisié 3x* - 5x2 + 3x — 20 : (x—2)
ésP(2)=3.2*-5.22+3.2-20=14

Arrel d’un polinomi

Diem que a és arrel d’un polinomi P(X) si P(a) = 0.

Ex: 1 és arrel de P(x) = 3x —x* - 2?

Si 1 és arrel de P(x) es complira que P(1) =0
P1)=3-1-142=3-1-2=0 Si

També es podria comprovar fent la divisié P(x) : (x—1) i veure si el residu és 0

1 -1 -1 -1 2
|1 1 a1 2 0 Si
Nota:
a) Per trobar les arrels d’un polinomi podem substituir la variable pels divisors del Gltim
terme

b) El nombre d’arrels diferents d’un polinomi és com a maxim igual al grau del polinomi.

Ex: Trobeu les arrels del polinomi P(x) = x> —5x + 6
Substituim x per tots els divisors del terme independent: +1, +2, +3i £6

P(X) =x?—5x+6

P(1)=1?-51+6 =0 1 no és arrel de P(x)
P(-1)=(-1)>-5-(-1)+6 =0 -1 no és arrel de P(x)
P(2)=22-52+6=0 2 és arrel de P(x)
P(-2) =(-2)>-5-(-2)+6 %0 -2 no és arrel de P(x)
P(3)=32-5-3+6=0 3 és arrel de P(x)

No eés necessari continuar amb -3 i £ 6 ja que com és un polinomi de segon grau
tindra com a maxim dos arrels diferents.

Arrels de P(x) son 2i 3
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* Siaésarrel de P(x) = P(a) =0 = el residu de la divisio P(x) : (x —a) es 0 = la divisio
P(X) : (x —a) és exacte

P(x) és divisible per (x — a)

P(x) és multiple de (x — a)

(x —a) és divisor de P(x)

Descomposicio factorial d’un polinomi
En aplicar el teorema del residu, si a és una arrel del polinomi P(x) és que P(x) és divisible per
X-a, en fer la divisi6 s’obtindra un quocient C(x) tal que

P(x) =C(x) - (x-a)
Si continuem el procediment i busquem arrels per C(x) arribem a

Poo=a0 (X —X1) (X—x2) ... (X—Xn)
0N X1, Xz, ... son arrels del polinomi, hem descomposat P(x)
* Per descomposar factorialment s’aplica la regla de Ruffini, on es prova com arrels els divisors
del terme independent. Anteriorment, es treu factor comu si és possible.
Ex: Descomposeu factorialment P(x) = 2x° — 12x* + 18x3 + 8x2 — 24x

Primer traiem factor comu:

P(x) = 2x° —12x* + 18x3 + 8x2 — 24x = 2x - (x* - 6x3 + Ox? + 4x — 12)

I ara apliquem el Teorema del residu amb els divisors de -12 per tal de poder
descomposar x* — 6x3 + 9x2 + 4x — 12 per la regla de Ruffini.

Per comencar provarem amb 1 que és divisor de 12

Q) =x*—6x3+9x* + 4x — 12
Q)=1*-6.13+912+41-12=—-4

com dona diferent de 0, pel Teorema del residu, la divisio
(x4 =6x3+9x2+4x—12) 1 (x—-1)

no donara exacte. Q(x) no és divisible per (x — 1)

Per -1,
Q- =(1*-6.(-1°+9.(-1)?*+4(-1-12=0

I, per tant, -1 és arrel del polinomi. Fem la divisio per Ruffini

1 6 9 4 -12
1 17 16 12
| 1 7 16 12 0

Matematiques 4t ESO (CT) .



I deduim

QX)) = (x+1)(x®— 7x2 + 16x—12)
Repetim el procediment amb C (x) = x3 — 7x% + 16x — 12 i provem amb divisors de -12:
-1, ¥2, ¥3, ¥4, ¥6 i ¥12. No cal provar amb +1 perque ja ens ha donat

anteriorment que no és arrel

C-l)=(-173- 7(-1?+16(-1)— 12=-36 No
C(2) = (2%~ 7(2)?+16(2)— 12=0 Si

per la regla de Ruffini, dividim C(x) per x + 2 i obtenim x?> —5x + 6

P(x) = (x + 1)(x — 2)(x* — 5x + 6)
N\ J

A\
C(x)

Ara per descomposar el resultat obtingut, com és un polinomi de 2n grau, podem fer
Ruffini o /’equacio de segon grau

xz -5Sx+46
_5+1_,
—(-5) 45t -416 _521|MT 5T
2 2 5-1
Xy =——=2
2

Resultat: P(x) =2x (x + )(x —2) (x - 2) (x - 3)

Nota: Quan el polinomi que hem de descomposar és de 2n grau podem fer Ruffini o resoldre
I’equacid de segon grau corresponent. En aquest cas, de vegades, cal “ajustar” el resultat final.

Ex:

Suposem que després d’aplicar Ruffini per la descomposicié d’un polinomi ens queda
4x? -8x -12,

En aplicar I’equacio de 2n grau

4x%-8x-12=0

X___@@ijpa2—¢4xeu)_8im__3
- 2.4 8 \-1

De forma que quedaria 4x? -8x -12 = (x—3) (x + 1) cosa que és impossible ja que
en fer el producte ens donaria x> no 4x2, per aixé cal “ajustar” el resultat multiplicant
per 4

42 -8x-12=4-(x-3)(x+1)
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* Aplicacions:
- Resolucio d’equacions amb una incognita
- Simplificacio de fraccions algebraiques
- Operacions amb fraccions algebraiques

a) Resolucio d’equacions amb una incognita.
- Traiem factor comd
- Descomposem factorialment
- lgualem a 0 cada factor, algunes de les solucions son les arrels

Ex:
X+ 6x4 + 3x3 - 26x% —24x =0
X (x*+6x3+3x2-26x-24)=0
1 6 3 -26 -24
2 2 16 38 24
1 8 19 12 0
-3 -3 -15 -12
1 5 4 0

X2+5x+4=0

(o 5%V 414 -5:J9 513 L
2.1 2 2 -4

x® + 6x* + 3x3 — 26x% —24x = 0

X (x*+6x3+3x%-26x-24)=0

X(Xx=2)(x®+8x2+19x+12)=0

X(Xx-2)(x+3)(x?+5x+4)=0

X(X-2)(x+3)(x+1)(x+4)=0

x=0 x-2=0 x+3=0 Xx+1=0 Xx+4=0
X=2 X =-3 x=-1 X=-4

Solucions: 0, 2, -3,-1i -4
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b) Simplificaci6 de fraccions algebraiques
1r. Numerador i denominador per separat,
- traiem factor comu si és possible ;
- descomposem factorialment i/o
- identifiquem i substituim 1’expressioé per un producte notable ( quan tenim
un polinomi de segon grau );
2n. Escrivim la fraccié pero substituint el numerador i el denominador per les
expressions equivalents trobades ;
3r. Eliminem les expressions que es repeteixen al numerador i al denominador

EX:
XPH6X2+9x  X-(X2+6x+9)  x-(x+3)®  _ x-(Xx+3)-(x+3) _x-(x+3)  x*+3x
x> -9 x> -9 (x+3)-(x-3)  (x+3)-(x-3) (x—3) X—3
~ ~ / — ~ _ - ~ N ~ J
Traiem factor comd  Apliquem un Apliguem un Simplifiquem
al numerador producte notable producte notable
al denominador al numerador
EX:
x°—6x* +9x° +4x* -12x  x-(x* —6x° +9x* +4x-12)

X® + 655 +3x* — 26X —24x2 X% (X" +6X° +3%% —26x—24)
XX+ (x=2)- (x+2)-(x-3) _ (x+2)-(x-3) _ x*-x-6
X2 (X+D-(x=2) - (x+3)-(x+4) X-(x+3)-(x+4) x*+7x*+12x

» Recordeu que només es poden simplificar factors, es a dir, nombres o expressions que estan
multiplicant, i que no es troben directament implicats en una suma o en una resta.

EX:
2:(x-1)(x+5) x+5 si
2:(x=D(x+3) x+3
2_ —
2X° —X+3 —x+3 No

2x2+4 4

c) Operacions amb fraccions algebraiques
Es treballa com amb fraccions numeriques fent m.c.m dels denominadors en la suma i/o resta.

Ex:

X 2 X 2
2 T3 2 - ' 2~
X“=9 XxX74+6x°+9x (X+3)-(x-3) x-(x+3)
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x> —9=(x+3)-(x—23)

mem=x-(x+3)?-(x-3
x3+6x2+9x=x-(x+3)2} x+3"-(x-3)

_ XX (x+3) . 2-(x-3) X3 +3x% +2x-3
X-(Xx+3)%-(x=3)  X-(x+3)%-(x=3) X-(x+3)>-(x-3)
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