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Pautes de correccié Matematiques

SERIE 1
QUESTIONS

a 0

1.- Considereu la matriu A = 1 —b

o (10
2=, 1)

[2 punts|

). Calculeu el valor dels parametres a i b perqué

Solucio

Calculem el valor de la matriu A2,
2 (@ 0 a 0\ _ [ a 0
~\1 —b)\1 —b) \a-b b*)°

. . 1 . .
Quan igualem aquest resultat a la matriu <_ 9 (1)> ens queden les equacions a®> =1, a —b = —2 i

b2 = 1. La segona equacié permet assegurar que a = b — 2. Llavors, la primera equaci6 és (b —2)%? = 1
que té per solucions b = 3 1 b = 1; la tercera equacid té per solucions b = 11i b = —1. El valor que les
compleix simultaniament és b= 1; d’aqui, a =1 —2 = —1.

També es pot treballar de la forma explicitada a continuaci6.

De la primera equacio, resulta a = =£1; igualment, de la tercera en deduim que b = +1. Ara cal
comprovar aquests valors en la segona equacio.

s Quana=11b=1, tenim que a — b = 0.

m Pera=1ib=—1,surt quea —b=2.

m Sia=—-1ib=1, ens queda que a — b = —2.

= Finalment, quan a = —11i b= —1, tenim que a — b = 0.
Aixi I'inica soluci6 és a = —11i b= 1.

. . 3 . . . Py
2.- Considereu en I’espai R” les rectes r i s, les equacions respectives de les quals sén:

re(z,y,2) = (4,1,0) + A(m,1,1), s: {ﬂf+2y+mz:0

r+y+z=1 "

en qué m és un parametre real. Estudieu si hi ha cap valor d’aquest parametre per al qual
les rectes siguin perpendiculars i es tallin.

[2 punts]

Solucioé

Dues rectes sén perpendiculars si ho sén els seus vectors directors. Busquem, per tant, els vectors
directors de les rectes.

Es clar que com a vector director de la recta r podem agafar v, = (m,1,1).

El vector director de la recta s es pot trobar de diferents maneres; entre elles:
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(a) Efectuant el producte vectorial dels vectors caracteristics dels plans que la determinen,

i j ok
vs=11 2 m|=2-mm-—1,-1).
1 1 1

(b) Buscant un vector (a, b, ¢) tal que sigui perpendicular als vectors caracteristics dels plans que la

determinen,
(a,b,c)-(172,m):0 a+2b+mec=0 B B B B
{(a,b,c)~(1,1,1):0 a+btec=0 = a=(m-—2)c, b=(1-m)c

Fent ¢ = 1 (qualsevol altre valor no nul també serveix), tenim que vs = (m — 2,1 —m,1).

(c) Trobant les equacions paramétriques de la recta s. Per exemple, de la segona equacié que la
defineix podem deduir que x = 1 — y — z. Portant aquest valor a la primera, fent els calculs
adequats i aillant la variable y, ens queda y = (1 — m)z — 1. Amb aix0, x = 2 — (2 — m)z. Les
equacions paramétriques obtingudes per aquest cami sén

r= 2—(2—-m)A
y:—1+(1—m))\}
z = A

El vector director (coeficients del parametre \) és llavors vg = (m — 2,1 —m, 1).

Aixi, aquestes dues rectes son perpendiculars si i sol si (m,1,1) - (m — 2,1 —m,1) = 0; d’aqui,
(m,1,1)-(m=2,1-m,1)=0=m? -3m+2=0=m=1o0om=2.

Comprovem ara si les rectes es tallen per algun d’aquests dos valors.

= Quan m = 1, les equacions paramétriques de la recta r son x = 4+ X, y = 14+ )\, z = A. Substituint
aquests valors a les equacions que determinen la recta s, tenim (4 4+ A) +2(1 4+ A) + A =01
(44+X)+(14+X)+X = 0. La primera igualtat es compleix per A = —3/2 i la segona per A = —4/3.
Aixo vol dir que, en aquest cas, les rectes no es tallen.

» Per m = 2 obtenim, seguint el mateix procediment, les equacions (4 +2X) +2(1+ ) +2A =01
44+ X))+ (1+A)+A=1, que tenen A = —1 com a solucié comd.

Per tant, I'inic valor del parametre m per al qual les rectes son perpendiculars i es tallen és m = 2.

Naturalment, hi ha altres formes d’imposar la segona condici6 (que les rectes es tallin). Per exemple,
buscant el vector @, on P és un punt de la recta r i Q un punt de la recta s, i imposant que
rang (]@,vr,vs) < 3. Aixo doéna que m = 2.

De fet, és possible comencar la resolucié imposant la condicié de qué les rectes es tallin i comprovar
després directament que pel valor obtingut, m = 2, les rectes sén perpendiculars.
3.- Sigui f(x) =22% — 22 + 3x + 1. Donades les rectes 1 : y =z +2iry:y = Tr — 2:

a) Expliqueu, raonadament, si alguna de les dues rectes donades pot ser tangent a la
corba f(x) en algun punt.

b) En cas qué alguna d’elles ho sigui, trobeu el punt de tangéncia.

[1 punt per cada apartat]

Solucio
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a) Una recta i una corba séon tangents en un punt si les dues passen pel punt i tenen el mateix pendent
en ell. El pendent de la corba en un punt és el valor de la derivada de la funci6é en el punt. Calculem
aquesta derivada: f'(z) = 622 — 2z + 3.

La recta 1 pot ser tangent a la corba si i sol si existeix algun valor de z per al qual f'(z) =1 (que és
el valor del pendent de r1). Com que I’equaci6 62> — 2z + 3 = 1 no té solucions (reals), la recta 71 no
pot ser tangent a la grafica de f(z).

Paral-lelament, la recta ro pot ser tangent a la corba si i sol si equacié 622 — 2z + 3 = 7 té alguna
soluci6. Com és facil veure, aquesta equacié admet com a solucions z = 1 i & = —2/3. Per tant, la
recta o pot ser tangent a la grafica de f(z).

b) Per z = 1, la funci6 val f(1) =2—1+3+1=>51larectar, y="7—2=05; o sigui, tant la corba
com la recta passen pel punt (1,5). Aquest és el punt de tangéncia.

Per x = —2/3 tenim que f(—2/3) = —55/27 1 y(—2/3) = —20/3, la qual cosa indica que la recta i la
corba, en aquest cas, no son tangents.

Les segiients grafiques il-lustren la situacié de la funcio i de les rectes donades.

or f&)

En la de 'esquerra tenim la posicio de la funcié f(x) i 7y, veient-se clarament que no poden ser tangents.
En la de la dreta, la recta ro és tangent a la grafica de f(x) en el punt (1,5); la recta ) és paral-lela
a ry (és a dir, té el mateix pendent) passant pel punt (—2/3, —55/27), pero, evidentment, no és ra.
4.- Donats els vectors vy = (a + 1,2a,1), va = (-2,a,2a), v3 = (a,—2,4a — 2) de R3:

a) Calculeu I’angle que formen v; i v quan a = 0.

b) Trobeu el valor del parametre a perqué els vectors vy, ve i vs3 siguin perpendiculars dos
a dos.

[1 punt per cada apartat]
Solucié

a) Sigui a I'angle format pels vectors v; i ve. Llavors,

Cos (v — V1 V9 i (1,0,1)-(—2,0,0) B -2 __@
vall [loall V12402412 /(-2)2+ 02+ 02 2V2 2

D’aqui, a = 135° = 37/4 rad.

b) Cal que es compleixi que vy - vy =0, v1 - v3 =01 v9-v3 = 0.
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v -ve = (a+1,2a,1) - (=2,a,2a) =2(a? —1) =0 = a = +1
vy -v3 = (a+1,2a,1)-(a,~2,4a —2) =a’+a—-2=0=a=1, a = —2

vy -v3 = (—2,a,2a) - (a,—2,4a —2) =8(a’*—a)=0=a=1,a=0

Solament per a = 1 es compleixen les tres igualtats alhora.

PROBLEMES

23
x2 -1

5.- Considereu la funcié real de variable real f(z) =

a) Trobeu-ne el domini.
b) Calculeu I’equacié de les seves asimptotes, si en té.

c) Estudieu-ne els intervals de creixement i de decreixement, aixi com les abscisses dels
seus extrems relatius, si en té, classificant-los.

[0,5 punts per apartat a; 1,5 punts per lapartat b; 2 punts per 'apartat ¢]
Solucié

a) No son del domini solament els valors de la variable 2 que anul-len en denominador. Per tant,
Domf =R\ {-1,1} = (—o0,—1) U (—1,1) U (1, +0o0).

b) Asimptotes verticals. Com que

. 223 -1 . 2z -1 N

im = — = —00 fm =~ =100

z——-1- 22— 1 0+ ’ z—s—1+ 22 — 1 0- ’

podem assegurar que la recta x = —1 és una asimptota vertical. Paral-lelament, es comprova que x = 1

també és una asimptota vertical.

Asimptota horitzontal. El fet de qué lim f(z) = oo (ja que el grau del numerador és major que el grau
x o

del denominador), ens assegura que no hi ha asimptota horitzontal.

Asimptota obliqua. Es de la forma y = ma +b amb m = lim /() ib= lim (f(z) —max). En el nostre
r—00 T—00
cas,
23 273
m = lim * = 2; b= lim * —2x | =0.
z00 3 — ¢ x>0 \ 12 — 1
Aixi, tenim asimptota obliqua, d’equaci6 y = 2x.
) e m 24 — 622
¢) La derivada de la funcié és f'(x) = W, que val zero quan ¢ = 0, z = —vV3 0 = V3.
x p—

Marquem, a la recta real, els punts que anul-len la primera derivada i els que no sén del domini,

]
T

_3 ~1 0 1 NG

Aixi, la recta real queda dividida en sis intervals: (—oo, —v/3), (—v/3,—1), (—1,0), (0,1), (1,/3) i

(vV/3,+00). Busquem el signe de la primera derivada en un punt de cada un d’aquests intervals,

f1(=2) > 0; f'(=1,5) < 0; f'(=0,5) <0; f'(0,5) <0; f'(1,5) <0; f(2)>0.

L’esquema de signes per la primera derivada és
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Per tant, la funcio f(x)
= és creixent a (—oo, —v/3) U (v/3, +00);
» ¢és decreixent a (—v/3,—1) U (=1,1) U (1,V3);
» ¢ un maxim quan = —v/3;
= té un minim quan z = /3.

Encara que en el problema no es demana, la grafica d’aquesta funcié (amb indicacié de les asimptotes)
és, aproximadament,

[ NN
o

6.- Considereu el sistema d’equacions segiient:

z+5y+z+a=0
(a—2)z+2+2y—1=0
(a—1Dy+(1—-a)x+z+a+2=0
a) Expliqueu, raonadament, si es tracta d’un sistema lineal homogeni.
b) Construiu-ne la matriu de coeficients i la matriu ampliada.

c¢) Trobeu els valors del parametre a per als quals el sistema no és compatible determinat,
i estudieu el caracter del sistema en cada un d’aquests casos.

d) Resoleu-lo solament quan el conjunt de les seves solucions és una recta de R3.

[0,5 punt per lapartat a; 0,5 punts per Uapartat b; 2 punts per I'apartat ¢; 1 punt per 'apartat d]

Solucio

a) Un sistema d’equacions lineals és homogeni quan tots els termes independents séon nuls, cosa que no
passa al nostre cas; per exemple, el terme independent de la segona equacio és —1 (o 1, si es considera
translladat a la dreta de la igualtat). No és, doncs, un sistema homogeni.

b) La matriu de coeficients del sistema i la matriu ampliada son, respectivament,

1 5 1 1 5 1 —a
A= 1 2 a—2 | ; A= 1 2 a—2 1
l—-a a-—1 1 l1—-a a-—1 1 —a—2

¢) Escalonem la matriu ampliada per tal de calcular el rang que té, tant ella com la matriu de coeficients,

L R W S R B B
1 2 a-2 | 1 ~l0 -3 a-=3 | a+1

l-a a—-1 1 | —a-2 0 6a—6 a | —a®-2
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) 1 5 1 | —a
@10 -3 a-3 | a+1
0 0 2a*-T7a+6 | a*>—4

En (1) s’ha restat la fila 1 a la fila 2 (F» — F}) i la fila 1 multiplicada per 1 —a ala fila 3 (F3— (1 —a)F});
en (2) s’ha sumat la fila 2 multiplicada per 2a — 2 a la fila 3 (F5 + (a — 2)F}).

Cal analitzar quins valors del parametre a fan que l’element de la tercera fila tercera columna sigui
nul,
20> —Ta+6=0=a=2, a=3/2

Quan a = 2 0 a = 3/2 el sistema no és compatible determinat.

1 5 1 | =2
Per a = 2, la matriu resultant de I’escalonament és (0 -3 -1 | 3) . En aquest cas, rang A =
B o 0 o0 ] o0
rang A = 2; el sistema és compatible indeterminat (amb un grau de llibertat).
1 5 1 | -2
Per a = 3/2, la matriu resultant de l’escalonament és [ 0 —3 —=3/2 | 5/2 |, i el sistema és
0 O 0 | —7/4

incompatible, ja que rang A = 2 < 3 = rang A.

d) El conjunt de solucions del sistema és una recta a R si i sol si es tracta d’un sistema compatible
indeterminat amb un grau de llibertat. Aixo passa per a = 2. Llavors, la soluci6 és, per exemple,
r=1-2y, z2=-3—-3y.



